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Si/r    fjuelques  formes-    quadrat'Kjucs    (juntcrudiics , 
Par  le  P.   PEPIX  S.   J. 


1.  Liouville  a  énoncé,  dans  la  doii\ièmc  série  de  son  Jonrnal.  un 
i^rand  nombre  de  théorèmes  relatifs  à  la  représentation  des  nombres 
entiers  par  diverses  sommes  de  quatre  carri's  niulti|)liés  par  des  coeffi- 
cients constants.  Quelfjues-uns  de  ces  théorèmes  peuvent  se  déduire 
des  formnles  générales  utiles  dans  la  théorie  des  nombres,  publiées  par 
le  même  savant  dans  le  troisième  Volume  du  Journal  cité,  et  dont  j  ai 
donné  la  démonstration  dans  le  Tome  IV  de  la  quatrième  série  du 
même  Journal  (1888).  D'autres,  au  contraire,  n"onl  été  obtenus 
(juVmi  recourant  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Une  partie  des 
formules  dont  nous  ferons  usaj?e  dans  la  suite  de  ce  travail  ont  ete 
données    par    Liouville    lui-même   dans    le   troisième    ^  olume   de   la 
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deuxième  série  de  son  Journal  (icS58).  On  les  obtient  en  faisant 
/■(;r)  =  cosxt  dans  les  formules  («),  (D),  (F),  {d),  que  le  lecteur 
trouvera  dans  le  Mémoire  cité  de  18H8  (p.  94,  io3,  io4).  Au  moyen 
de  cette  substitution,  on  déduit  de  la  formule  {a) 

( j )  Z (I  sin al  1  sin bl)  =  i'' '  I  d û\\- ( 2'- '  dl)\ 

les  trois  intégrations  indiquées  dans  le  premier  membre  se  rapportent 
aux  solutions  des  trois  équations 

{\')  -l' m  =  m' ^  ni'\  m' =  av.,  m"  =  b'^ 

en  nombres  entiers  impairs  et  positifs,  tandis  que  la  somme  qui  forme 
le  second  membre  s'étend  aux  diverses  décompositions  du  nombre  im- 
pair m  en  deux  facteurs.  (Journal  cité,  p.  198;  i858.) 

Au  moyen  de  la  même  substitution,  les  formules  (D),  (F)  donnent 
les  deux  suivantes  (ibid.,  p.  20"),  244)  '• 

i'i)  4I(Ssin«/Isin^//)  =  r,(/^0— ^^^^' 

(■-J)  [\lL(li^matlLsmi'  bt)  =  I.{co»  dt  —  cos  o/)o, 

où  les  trois  intégrations  du  premier  membre  se  rapportent  aux  solu- 
tions des  trois  é({uations 

(2)  n/  =  /)/'  -^  -l'm"^  m'  =  a  a,  m"  =  b'^ 

en  nombres  impairs  et  positifs,  l'exposant  /  pouvant  être  pair  ou  im- 
j>air.  La  somme  1  du  second  membre  correspond  aux  diverses  décom- 
positions du  nombre  ni  en  deux  facteurs  d^  0. 

*1.   Dans    la    loiiniile    (d),    on    remplace    d'abord    f{x,y)    par 
/  ^  •'■  )<  ""  ■/"'  |"'''^/(  •'■)  p»'"  COS./7,  en  ayant  égard  aux  relations     ' 
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on  obtient  ainsi  la  formule  suivante 

1  ^z[l(~iy  cosyJl{-i)~co^:>''^t] 


=  1  f/  cos  (It  —  1( —  I  )  -  cos  dt^ 

dans  laquelle  les  trois  intég^rations  du  premier  membre  se  rapporleiil 
aux  solutions  des  trois  équations  (2'^,  et  celles  du  second  membre,  à 
réquation  m  =  do. 

La  fonction  F(x)  qui  figure  dans  la  formule  (L)  étant  impaire,  nous 
ferons  avec  Liouville  F(x)  =  s'inxl,  et  nous  obtiendrons  l'équation 

/^\  )  2l[i;sina/2I( — i)  ^   cos^/)J 

(        =2sin(2f//)  -f-4I[p(;7z,)Ssin2r/,/], 

dans  laquelle  les  intégrations  du  premier  membre  se  rapportent  aux 
diverses  solutions  des  équations  (i'),  la  première  somme  du  second 
membre  correspond  à  Téqualion  m  =  do,  et  les  deux  sommes  indiquées 
dans  le  dernier  terme,  aux  deux  équations 

(5')  m  =:  ni^  +  'l' m.,,  nt ,  =  ^7,  0,. 

A  ces  formules,  qui  appartiennent  à  Liouville,  je  joindrai  la  suivante, 
tirée  de  mon  Mémoire  cité  de  1888,  p.  12G, 

'       r  2^'  '-^ 

2l[l(—  I)  '    cosafJlî—  i)  ■'   cos /y/ 
I  01 

=  I(—   1;   '    (l  +  L'0S-2dl) 

+   il[p(//^)i:(-l)^C0S2././] 
-^    ll[p(/;^)I(—  l)"^COS2'-'^/2/J. 


(^) 


Les  trois  intégrations  du  premier  membre  se  rapportent  aux  trois  é(|ua- 
lions(i')  :  la  première  somme  du  second  membre  correspond  à  lécpia- 
tion  ni  ^do\  enfin  les  autres  sommes  correspondent  aux  trois  é(jua- 
tions 

m  = /il f -\-  2' /)i.,,  ///|=ij,0|.  //^,  =  r/oO.. 


s  p.     PEPIN. 

5.   .Nous  apjjliqueroiis  les  formules  précédenles  en  faisant  successive- 
ment /=-,-,  ^,  -  et  — •  Mais,  pour  interpréter  les  résultats  obtenus 
:i    3    4    6        12  '  ^  ^ 

cl  pour  en  déduire  les  conséquences  relatives  aux  formes  quadratiques, 
il  convient  d'introduire  la  fonction  numérique  définie  par  la  formule 


.u»,-d)=2(t)' 


où  Ton  désigne  par  D  un  déterminant  négatif,  par  m  un  nombre  impair, 

par  0  les  diviseurs  de  m  et  par  |  ^  j  le  symbole  généralisé  de  Jacobi, 

sous  la  condition  d'en  réduire  la  valeur  à  zéro,  lorsque  D  et  o  ne  sont  pas 
premiers  entre  eux.  Lorsque  D  =  —  i,  la  fonction  GT(m,  i)  coïncide 
avec  celle  que  Liouville  a  désignée  par  p(/;z);  elle  exprime  le  nombre 
des  déconqiositions  du  nombre  im  en  deux  carrés;  son  quadruple 
exprime  le  nombre  des  représentations  de  m  par  la  forme  quadratique 
.i---ir  y^.  La  relation  de  la  fonction  m(m,  —  D)  avec  les  formes  qua- 
dratiques du  déterminant  D  est  déterminée  par  les  deux  théorèmes  sui- 
\aiils  : 

L  Si  r<)ii  (lc.si<^nc  par  (il)  V ensemble  des  formes  quadratiques 
choisies  poiii-  représente]-  toutes  les  classes  de  formes  quadratiques 
du  même  ordre  (proprement  ou  improprement)  primitif  du  déter- 
nn  liant  1),  et  par  m  un  nombre  impair  premier  avecTi^  le  nombre 
(les  représentations  de  m  par  les  formes  {£1)  relatives  à  l'ordre  pro- 
prement primitif  est  e.rprimé  par 

2nT(/y/,  -D) 
(tu  par 

.\m{m,  i), 

Minant  que  I  )  est  Inférieur  éi  —  i  ou  é<^al  à  —  i . 

II.  Le  nombre  des  représentations  de  im  par  les  formes  Q.  qui 
représentent  l'ordre  improprement  primitif  du  déterminant  1)  ^>.v/ 
e.rprimé'  pai- 

■2vs(f/i,  —  D) 
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OU  par 

6c7(//z,3), 

suivant  que  D  est  inférieur  ou  égal  à  —  3. 

4.  Lorsque  D  =  —  3,  l'ordre  proprement  primitif  est  représenté 
par  une  forme  unique  (i,  o,  3),  et  Tordre  improprement  primitif,  par 
la  forme  (2,  i,  2).  La  formule  2gt(«?,  3)  exprime  le  nombre  des  repré- 
sentations de  m  par  la  forme  (i,  o,  3),  et  cela  subsiste  dans  le  cas  où 
m  est  divisible  par  3,  pourvu  que  Ton  réduise  à  zéro  le   symbole 

i  -y-  I  dans  la  formule 


lorsque  le  diviseur  0  de  ni  est  multiple  de  3. 

Le  nombre  des  solutions  de  chacune  des  équations 


,2).+ 2 


m  =  X-  ■+■  3y-,         i'-''^*  m  =  2.x-  ■+-  -ixy  H-  2 y- 


est  exprimé  par  GcT(m,  3),  sous  la  même  condition  de  réduire  à  zéro  b' 

symbole  (  ^r-  )  quand  §  n'est  pas  premier  avec  3. 

Lorsque  D  =  —  6,  toutes  les  formes  quadratiques  du  déterminant  D 
sont  distribuées  en  deux  classes  représentées  par  les  deux  formes 

x'-  -h  G^-,  IX-  4-  3j'-. 

Comme  ces  deux  classes  forment  deux  genres  différents,  un  même 
nombre  ne  peut  être  représenté  que  par  une  seule  de  ces  deux  classes. 
Soit  n  =  2*.  3^m,  m  désignant  un  nombre  premier  avec  6.  Le  nombre 
des  représentations  de  n  par  celle  des  deux  formes  (i,  o,  G),  (2,  o,  3) 
qui  correspond  à  son  genre  est  exprimé  par  2m(jn,  G).  On  peut  aussi 
l'exprimer  par  2gt(3P//?,  G),  en  convenant  de  réduire  à  zéro  le  synd)ole 

(  — P^  h  lorsque  le  diviseur  c  de  3^m  n'est  pas  ])remier  avec  G.   On  a, 

sous  cette  condition, 

m(  //,  G)  =  nï(3'*//?,  G)  ^=  rTs(//t,  G). 

Journ.  de  Math.   {\'  série),  lomc  VI.  —  Fasc.  I,  1890.  2 
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5.  Les  propositions  précédentes,  empruntées  à  la  théorie  des  formes 
quadratiques,  sont  exposées  avec  plus  de  détails  dans  mon  Etude  sur 
quelques  formules  cV  Analyse  utiles  dans  la  tliéorie  des  nombres,  qui 
a  paru  dans  les  Actes  de  l  Académie  des  nom-eaux  Lyncéens  (session 
du  If)  avril  i885). 

J'ajouterai  ici  une  proposition  semblable  relative  au  déterminant 
—  12.  Toutes  les  formes  quadratiques  de  ce  déterminant  sont  ren- 
fermées dans  deux  classes  représentées  par  les  deux  formes  (i,  o,  12), 
(4,  o,  3).  Les  nombres  impairs  représentés  par  la  première  classe  sont 
tous  de  la  forme  4  /  +  i ,  tandis  que  ceux  de  la  seconde  sont  tous  de  la 
forme  4^ -+-3.  Par  conséquent,  le  nombre  des  représentations  d'un 
nombre  impair  m  par  celle  des  deux  formes  (i,  o,  12),  (4,  o,  3)  qui  lui 
convient  est  exprimé  par 

2us(m,  12)  =  2GT(m,  3). 

La  représentation  d'un  nombre  pair  2"/;?  par  l'une  des  deux  formes 
(  r ,  o,  12),  (4,  o,  3)  se  ramène  à  celle  du  nombre  2°'~^m  par  la  forme 
(  I ,  o,  3),  ce  qui  exige  que  a  soit  de  la  forme  2/  h-  2.  Le  nombre  de  ces 
représentations  est  égal  à  2cr(m,  3)  ou  à  6gt(/7z,  3),  suivant  que  a  est 
égal  ou  supérieur  à  2. 

Le  déterminant  —  12  n'admet  pas  d'ordre  improprement  primitif, 
mais  il  ofl're  deux  ordres  dérivés,  représentés  par  les  deux  formes 
(2,  o,  6),  (4,  2,  4).  Les  représentations  du  nombre  pair  2*m  par  l'une 
de  ces  deux  formes  se  ramènent  à  celles  du  nombre  2*~*  jji  par  la  forme 
(i,  o,  3)  ou  par  la  forme  (2,  r,  2),  suivant  que  (a  —  i)  est  pair  ou  im- 
pair. Par  conséquent,  la  forme  (2,  o.  G)  ne  représente  que  des  noml)res 
de  la  forme  2-'*^' m,  et  le  nombre  des  représentations  est  égal  à 
2Cî(m,  3)  ou  à  Ggj(w,3),  suivant  que  /  est  nul  ou  positif;  la  forme 
(  'i,  2,  4  )  ne  représente  que  des  nombres  de  la  forme  l'-^^-m,  elle  noni- 
l)i('  (les  r(']irésciitaLions  est  égal  à  C)uy(m,  3). 

(».  L'cîxprcssioii  2îrr(///,  —  D)  peut  recevoir  diverses  interprétations 
K'hitivcnicnt  aux  formes  (juadratiques,  surtout  lorsque  D  est  divisible 
|iiir  un  can-é;  cai-,  si  1)  =  —  ^/.y-,  ou  a 

rrr(m,  —  J  ))  —  gt(///,  —  d). 
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Soit,  par  exemple,  <i=  — i;  le  nomln-e  des  représentations  (11111 
nombre  m'par  l'ensemble  des  formes  (Ji)  qui  représentent  les  classes 
proprement  primitives  du  déterminant  —  .s-  est  exprimé  par  la  forniiil' 

2Uj(m,  s- )  =  ixrj( w,  i  )  =  '2z(ni). 

Soit  .s'=\.  Les  formes  (ù)  se  réduisent  à  une  seule,  (1,0,  4).  Le 
nombre  des  représentations  d'un  nombre  impair  m  par  cette  forme  est 
ég'al  à  iz(m).  La  même  expression  détermine  aussi  le  nombre  des  re- 
présentations de  2.-'^ m  par  la  même  forme. 

Si  5-=  iG,  les  formes  Q.  sont  au  nombre  de  deux,  savoir  (i,  o,  iG), 
(4,  2,  5  )  ;  mais,  comme  ces  deux  formes  appartiennent  à  deux  genres 
différents,  un  même  nombre  ne  peut  être  représenté  que  par  Tune  de  ces 
deux  formes.  Le  nombre  des  représentations  d'un  nombre  impair  /// 
par  celle  de  ces  deux  formes  (1,0,  iG),  (4,  2,  5)  qui  lui  convient  est 
égal  à  iz{m). 

De  même,  s'\  d  =  —  2.  la  formule 


2în(w,  1)  =  ^^(--^ )  =  2i:(-  i) 


exprime  le  nombre  des  représentations,  soit  du  nombre  impair  />/,  soit 
du  produit  2*/?i  par  la  forme  (i,  o,  2).  Elle  exprime  aussi  le  nombre 
des  représentations  de  m  par  celle  des  deux  formes  (1,0,  8),  (3,  2,  \) 
qui  lui  convient. 

7.   Lorsque,  dans  nos  formules,  on  é^i^alc  /  à  Tun  des  arcs  -,  j'»  -.^'-■, 
^  '  c  2     4    i    b 

—  j  la  somme  -sine//  qui  correspond  aux  diviseurs  <:/ de  m,  ainsi  (jiie 

les  sommes  semblables  relatives  aux  diviseurs  des  nombres  ///,  //?', 
s'exprime  au  moyen  des  fonctions  numériques 

tû(/;/,  I  )  =  p(m),      Lô(/7?,  2),      G)(//?,3)     et     gt(/;?,6). 

On  a  d'abord 

'  fi-  — 

sin  ^  =:  (-  i)  •■'  , 


r2 
1' 


our  /  —  -7  )  on  a 

4 
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.     dr.  s' 

sin^  =  - 


(8) 


/ 


dT.  V"" 


y.     a-         \  i      /  \ 

'2(-U'    COSy  =  ^-^Gî(/7^2). 


l'our  /  =  ^'  on  a 


sin 


(9) 


,;„2^^"  _  V^  /-i" 


-"— =^(=^)(-')'-' 


2?in-^  =  ^— ûî(/7?,3), 


('■>0): 


(]cs  (Icrnicros  formules  sont  applicables  aux  valeurs  de  m  divisibles  par 
3,  sous  la  condition  de  réduire  àzéro  le  symbole  généralisé  de  Jacobi  (  — )' 
lorsque  les  deux  nombres  /?  et  y  ne  sont  pas  premiers  entre  eux.  Pour 
les  formules  où  figure  cos  y'  il  f<iut  distinguer  les  cas  où  le  nombre 
m  est  multiple  de  3.  On  a,  en  effet, 

d-       I 
cos  -TT  =^  -     ou      —  I , 

suivant  (jue  d  est  premier,  ou  non,  avec  3.  Si  le  nombre  m  est  premier 
avec  3,  on  a 


.^        d. 


(loj     i:(~i)'  cos^'=2;(-i)*  cos^  =  ip(w)' 


tn 


=  do. 
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Si  m  est  divisible  par  3,  il  faut  considérer  séparément  les  diviseurs 
multiples  de' 3.  Pour  cela,  posons  m='i^n  en  désig'nant  par  n  un 
nombre  impair,  premier  avec  3.  Les  diviseurs  de  m  sont  d'abord  les 
diviseurs  de  n  que  nous  désii^nerons  par  d^  ;  puis  les  produits  des  divi- 
seurs d^  multipliés  par  3,  3^,  . . .,  3^,  de  sorte  que,  en  indiquant  par 2, 
une  somme  qui  correspond  aux  diviseurs  d^  de  //,  on  peut  exprimer  la 
somme  relative  aux  diviseurs  de  m  par  la  formule 


cos^^ 


3 

D'ailleurs,  on  a 

3'V/i  — I        3'— T        ^/,  — I 


2  2  2 


(-1)'  =(-.)% 


La  formule  précédente  devient  donc 

2(- ,)^'eos=f  =  f(«)ri  + î -■+•••-(-■)']  =  ^^l=^^=C")• 

D'ailleurs,  pour  une  valeur  entière  et  positive  do  /,  on  a  toujours 

2'  d"  d- 

COS— :t—   =  —  COS-5-; 

on  aura  donc,  pour  un  multiple  de  3  de  Tune  des  deux  formes  3^'/^  011 
2'.  3^«,  les  formules  suivantes  : 

>,(-0"COs-3       = c(//). 

)    \?/  X^  ^'■^-  2-(-l)?       .      ,  /-^        - 


i4 
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8.   Les  formules  relatives  à  Tare  /  =  ^  se  déduisent  des  précédentes 
au  iiioven  des  formules  trigonométriques  d'addition  et  des  relations 


^  _  5^  —  — . 
■A  3  6  ' 


cos 


d- 


sin^"  =  (-,)'^. 


(  )u  trouve  amsi 


(rï) 


.    (l- 


'^  ch. 


sm  -^  =  (—  i)  -   cos-v 


d- 


dr.       .      :^  .   d. 
COS  -—=:(—  I  )  -   sin  —  : 

t)  ^  ^  o 


.     dr,  v/3 


^sin  '^  =  ""^^"'^   p(/0,         ^^"^  =  '^?  =  3?/^. 


Pour  l'arc  /  =  — ,  on  emploie  les  formules 


3         4"  ~"  7^' 

.     r/r  .  '-^  d~         v'^./— 2 

«^"y  =  (-0-  c«sy  =  -T^-7ry' 

.    d-        v/^ 
sm  —  =:  ■^— 

12  2 


(r/)^^"T-(-;r)^°4} 


Si  (l  =  3f/,,  on  a 


d^±  I     (mod3). 


sm  —  =  sm  -7-  =  '^  ,     , 
12  4  2   \  r/i 


l']ii  convenant  de  réduire  à  zéro  le  symbole  de  Jacobi  lorsque  les 
driiv  icriues  ne  sont  pas  ])rcmicrs  entre  eux,  on  peut  réunir  les  deux 
lormiilcs  (Ml  une  seule,  savoir 


•    d-        i/6/-()\         W2/— oA 


3 1/2  /3W-''. 
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(  )n  trouve  de  même 

Va\  intégrant  par  rapporl  aux  diviseurs  fl  de  m  et  en  posant 
7)1  =  3^//.  //^^zhi     (mod3), 


on  trouve 


(  y  gin  '!:i  =  y^  m(m,  6)  +  ^-  trAm,  'i)  -  '^^  -A  n.  -i  ). 

(i3)  '  ,  ,        .       -  -  -  - 

Dans  la  dernière  formule,  on  doit  réduire  a  zéro  tô(^-^,  2j  lorsque  -r 
nVst  pas  entier.  On  simplifie  ces  formules  au  moyen  de  la  relation 

âî(3^/?,  2  )  =  ÛJ(3^  1)  cô( //,  2)  =  (a  +  i)ct(//,  2  ): 

on  remplace  les  formules  (i3)  par  les  suivantes 

(  y  sin^  =  ""^x^iiiiu^S)  +  ^(  20.  -  \)^^n,  -i)         {m  =  i'-^//  ). 

y  (_  ,)  ^   cos—  =  V*cô(//^G)  -  V(2|J.-  \)->{n,  2), 

!     .^^  -^  12  4  ^  -^  4 

(jui  subsistent  pour  a  =  o  et  /;/  =  /^. 

9.   À  CCS  formules  trip^onométriques  nous  ajouterons  la  suivant.' 

(i5)        0(;r)ii,(^\)-ii.(-,)Q'(^\)  =  -*i(-)®'^^)- 

(jue  l'on  obtient  en  jjreuanl  la  dérivée  de  la  fonction  elliptique 


COS 


'^"^'  =  VT'^^(^ 
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Les  fondions  H,  0  sont  dcfînies  par  les  formules  suivantes 


'•2m +  1-' 


H,(--)=y?  ' 


cos 


(o^ni  -\-  i)-:- 


(A) 

0  ('■)  =  '^(-  ')"''j""<:'^s 


dans  lesquelles  le  nombre  m  prend  toutes  les  valeurs  entières,  de  —  zc 
j\  -i- ce.   l^]n   substituant  ces  expressions  dans  la  formule  (i5)  et  en 

avant  é^ard  à  la  formule  J:  =  ©i  (o)  =  OJ,  on  obtient  la  suivante 


2,(-i)"(2m  +  i)^  cos-^;^sm ~ 


mîH -, —    .     'iinr.z  (in-^\)~z 

cos^ — 


(2;«+l/"-  ,  > 

n--¥ ; —     .      ['y.m -\-  \)T,Z  ntiT.z 


dans  hujuelle  les  nombres  m,  n,  js,  y  prennent  toutes  les  valeurs  en- 
tièi'cs  de  —  se  à  4-  3C. 

Soit  ^  =  -;  le  second  terme  s'annule  à  cause  du  facteur 

.     9.m7:z 
SHi =  suimr.  =  o. 

eu 

1)  ailleurs,  on  a 

(  —  I  )"  cos  nr.  =  i,         sin  (  -i  m  -h  i)  ~  =  (—  i  )'"  ; 
noire  loinnilc  dcNicnt  donc 


iiKi-{-\\- 


1(  -  i/"(  2///  -h  \)q         '      =Zq"^-''-y:(-  i)"q 
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OU  bien,  par  le  changement  de  q  en  q\ 

On  peut  réunir,  dans  le  premier  membre,  les  deux  termes  qui  corres- 
])ondent  à  une  même  valeur  de  (2m  -h  i)-  =  r;  la  valeur  positive  de 

i-l 

/it  donne  (—  i)  '  i  comme  coefficient  de  q'' \  la  valeur  né^^ative 

/+  I 
m  =  —  


donne 

(■-t-i  (—1 

(—  iy"(2/?zH-  !)  =  -(-  iyi  =  (—  \)-  i- 

Par  conséquent,   la  somme  des   deux  coefficients  de  q''  est  éii^ale   à 

/— 1 
2(—  i)~/.  Désignant  donc  par  /  un  nombre  impair  et  positif  et  par  .r, 

>',  /  des  nombres  entiers,  pairs  ou  impairs,  positifs,  nuls  ou  négatifs,  on  a 

(i5")  2l(-  i)~^i.q''^'''-=  2l(-  iy^^^-v.'-;.e.v._ 

Dans  le  premier  membre,  le  coefficient  de  q'"  est  la  somme 

I  — I 

22(-i)  '  /, 

étendue  à  toutes  les  valeurs  impaires  et  positives  de  /  qui  vérifient  Té- 
quation 

m  =  /--h  4-5", 

dans  laquelle  le  nombre  s  est  un  entier  quelconque.  Nous  obteii(m> 
ainsi  la  fonction  numéricpie  employée  par  Liouville  dans  plusieurs  dr 
ses  théorèmes. 

II. 

10.   En    faisant  successivement  /  =  -?  /=  7»  /=  ^'  dans   la    lor- 

•2  4  0 

mule  (i),  on  en  déduit  les  suivantes,  eu  égard  aux  formules  (7  ),  (H  \ 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  VI.—  Fasc.  1, 1890.  ^ 
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(\6)  lp(m')p(m")  =  l,(m)     ou      ^o 

suivant  que  Ion  a  A  =  i  ou  A  >  i  ; 

(17)        2:cT(m',  2)nT(m",  2)  =  'C,(m),  4si('^0     '^"     o. 

suivant  «juc  Ion  a  A  =  r ,  A  =:  2  ou  A  ]>  2  ; 

(uS)  iîô(m',3)G7(m",3)=2>-'2r/(|y-2>-'S(m), 

S(n})  désignant  la  somme  des  diviseurs  de  /;/,  en  exceptant  ceux  qui 
sont  divisibles  par  3. 

(^ommc  la  fonction  p{fn)  s'annule  lorsque  le  nombre  f?i  est  de  la 
forme  l[:i-\-3,  le  produit  p(m')  p(m")  est  constamment  nul  lorsque, 
dans  l'équation 

2^/;?  =  m'  -\-  7n", 

re\l)osant  A  est  su])érieur  à  f,  car  alors  l'un  des  deux  nombres  /Ji.,  m 
est  de  la  forme  /j./;  -h  i,  et  l'autre  de  la  forme  l^x  -+-  3. 

Lors(}ue  A  =  1 ,  la  formule  (16)  s'interprète  de  diverses  manières, 
l'uisquc  p(m')  exprime  le  nombre  des  décompositions  de  im'  en  deux 
carrés  im])airs  à  racines  positives,  le  produit  p(f/i' )  p(^m")  est  égal  au 
iioiid)re  des  décompositions  de  ^[/ti  en  cpiatre  carrés  impairs,  dans 
lescpielles  la  sonnne  des  deux  premiers  carrés  est  égale  à  2/;/,  et  la 
somme  des  deux  derniers  à  4;//  —  iin'  ^  im" .  La  somme  de  tous  les 
produits  semblables,  relatifs  à  toutes  les  solutions  de  l'équation 

f\in  ■=  -ini'  4-  -2  1)1", 

en  uond)res  impairs  cl  [)()sitifs,  m',  m",  est  égale  au  nombre  des  décom- 
positions de^|/;/  en  (puitre  carrés  à  racines  positives,  deux  décomposi- 
lions  élaut  c()Msid(''r(''es  comme  (bnérenlcs,  lorsqu'elles  sont  formées 
i\r<~  mêmes  carn's  el  ([ircllcs  ni"  dilïï'reul  entre  elles  (pie  par  i'oi'dre  fie 
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ces  carrés.  La  foriiiul»'  (  i6)  exprimo  donc  le  ihéorème  suivant,  de 
Jacobi  : 

I.  Le  nombre  des  décompositions  du  quadruple  d'un  nombre 
impair  m  en  quatre  carrés  impairs,  à  racines  positives,  est  é^al  à 
la  somme  des  divise ws  de  m. 

II .  La  même  formule  peut  encore  s'interpréter  autrement  :  2  c  (  m  ) 
fi  -2p(m" )  expriment  les  nombres  des  représentations  de  m'  et  de  m" 
par  la  forme  (  r,  o,  4)-  Le  produit  2p(m')  X  iz(m"  )  est  donc  éyal  au 
nombre  de  celles  des  solutions  de  l'équation 

(a)  im  =  .1- -^  y- ^  !\z- -{- ^4t^. 

dans  lesquelles  la  somme  x-H-  4^^^  c^t  égale  à  m  .  Le  nomijrc  total 
des  solutions  de  cette  équation  est  donc  égal  à 

Zizim'  )'2p(m"  )=  il,{jn). 

De  même,  de  ce  que  ^p(m')  exprime  le  nombre  des  représentations 
de  m'  par  une  somme  de  deux  carrés,  on  conclut  que  le  nombre  des 
représentations  de  2m  par  une  somme  de  quatre  carrés  dont  b^s  deux 
premiers  ont  pour  somme  un  nombre  impair  m'  est  représenté  par  la 
somme  'L^p(Tn')  ^p(ftî")  et  qu'ainsi  il  est  égal  à  16^1  (m)-  Donc  : 

IL   Le  nombre  des  représentations  de  2/n  par  la  formr 

■r--- +  y- +  \z^  ^  '^l'' 

est  égal  à  quatre  fois  la  somme  drs  diviseurs  de  m. 

IIL   Le  nond>re  des  représentatio/is  de  -mi  par  la  forme 

sous  la   condition   x -h y  ^\  {n\oà.  2^,   est  égal    à    seize  fois   la 
somme  des  diviseurs  de  m. 
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En  écrivant  la  fornuilc  (i6)  de  la  manière  suivante 
l!ip(m')2p(r?i")=S':,(m), 
on  en  déduirait  d'une  manière  semblable  que  : 

l^  .   Le  nombre  des  représentations  du  nombre  -im  par  la  forme 

x"-f-/-  +  z-  -\-  '^t'- 
est égal  à  huit  fois  la  somme  des  diviseurs  de  m,  sous  la  condition 
X  -\- y^i  ( mod .  2 ). 

Ces  théorèmes  se  ramènent  l'un  à   laulre  par  des  considérations- 
arithmétiques  très  simples.  Ainsi  léquation 

{a')  1  m  =  ./;-  4-  [\y'^  -\-  z-  ^  '^f^ 

adjuet  le  même  nombre  de  solutions  que  Téqualion  (V/).  Or  Téqua- 
tion 

{h)  im  =x'^ -^y- -^  z- +  \t'^ 

admet  deux  fois  plus  de  solutions  que  l'équation  (r/),  car  les  deux 
carrés  qui  satisfont  à  Téquation  .r-+y-  =  /;/  admettent  deux  permu- 
tations dans  léquation  (^  b)^  tandis  que  dans  léquation  (^a'  )  le  carré  pair 
est  fixé  au  second  terme.  Le  nombre  des  solutions  de  Téquation  {b) 
est  donc  éj^al  à  8JI,(m),  sous  la  condition 

X  -\- y^  I  (mod.  2). 

12.    Dans  la  formule (17),  207(7;?',  2)  exprime  le  nombre  des  repré- 
sentations de  ///  j)ar  la  forme  (i,  o,  2);  le  produit 

2Gj(///',  •>.)  2nj(m",  2) 

est  donc  éj^al  au  nond^re  des  solutions  de  Téjpiation 

(r)  ?.^w  =  X--' -f- V'- H- 2-- -h  2/',  .z,y^si(m()(l.  2), 
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dans  lesquelles  la  somme  x-  -v-  "ïz"^  est  égale  à  m'.  La  somme  de  tous  les 
produits  semblables,  relatifs  à  toutes  les  valeurs  impaires  i,  3,  ..., 
(2'/;?  —  I j  de  m  exprime  le  nombre  de  celles  des  solutions  de  léqua- 
tion  (c)  dans  lesquelles  x  et  y  sont  impairs.  Donc  : 

\  .  Le  iioinbia  des  .solulions  de  Vêqualioii  (c),  dans  lesquelh^s  le.s 
deux  premiers  ca/'res  sont  impairs,  est  égal  à  quatre  fois  la  somme 
des  diviseurs  de  7?i,  si  A  =  i,  <?/  à  seize  fois  cette  somme,  si  ).  =  1. 
IJ équation  (c)  est  impossible  lorsque  X  est  supérieur  à  2. 

L'équation  (17)  peut  encore  s'interpréter  autrement  :  2.Tû(m,  -i) 
exprime  le  nombre  des  représentations  de  m  par  la  forme  {\ ,  o,  8)  ou 
par  la  forme  (3,  2,  4),  suivant  que  ni  est  de  la  forme  8.r  4-  i  on  de  la 
forme  Sx  -+-  3.  D'ailleurs  1  équation 

:\m  =z  m'  -^  m" 

exige  que  Tun  des  deux  nombres  /;?',  m"  soit  de  la  forme  /|  /  -f-  1  <'l 
Tautre  de  la  forme  4^  +  3  ;  de  plus,  les  deux  formes  8/  H-  .)  et  8/  -h  7 
sont  exclues  parce  que  xyj(m,  2)  se  réduit  à  zéro,  quand  /n  est  de  lune 
de  ces  deux  formes.  Par  conséquent,  Fun  des  deux  nombres  w',  ju" 
sera  de  la  forme  8/  -h  i  et  Tautre  de  la  forme  8/  H-  3  ;  la  somme 

Z2G7('/?Z',   2)2Cj(m",  2) 

exprime  le  double  du  nomijre  des  solutions  de  léquation 

(c  )  l\m  =  x-  H-  37-  4-  4 r>'  ^  4  r-  -f-  8 /'-. 

YL  Le  nombre  des  représentations  du  quadruple  d' un  nombre 
impair  m  par  la  forme  quaternaire 

x^-^^f-^^yz-^'^z-^-^Sr^ 

est  égal  à  huit  fois  la  somme  des  diviseurs  de  m. 

Dans  l'équation  im^m'-\-m"  relativement  à  la  même  formule 
(^17^,  on  doit  prendre  m    et  m"  de  la  foiine  8/-h  i,  si  m  est  de  la 
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loi-m..'  }X-f-i,  et  de  la  forme  8/ +  3",  si  m  est  de  la  forme  4./; +  3. 
I  )(>ne  : 

\  II.   L<'  nombre  des  représentations  du  double  d'un  nombre  un- 
pair  m  par  Ja  forme  quaternaire 

ou  par  la  forme 

3.r^  -h  4rv  -^  \y^-\-'iz'-^  [^zt-^!^l', 

suixant  que  m  est  de  la  forme  4^+1  ou  de  la  forme  4/  +  3,  est 
éoalà  quatre  fois  la  somme  des  dii^iseuj's  de  m. 

1.".    ICii  multipliant  })ar  4  l'équation  (18),  on  obtient  la  formule 
(18')  I.2m(m',  3)2ctO;?",  3)=  o^^'S(m) 

i|ui  ••\[)rime  le  noiidnv  de  celles  des  solutions  de  l'équation 
(  A )  2'  m  =  m'  -+-  m"  —  ./■-  -t-  3 >'-  4-  r-  -^  3 1'- 

dans  lesquelles  la  somme  x  -hycsl  impaire;  car  2Vj(m\  3)  est. égal  au 
nombre  des  représentations  de  m'  par  la  forme  (1,0,  3),  de  sorte  que 
le  produit  2tr>(m',  3)  2ct(/?z",  3)  exprime  le  nombre  de  celles  des  solu- 
tions de  Téquation  (A)  dans  lesquelles  la  somme  x--h3y-  est  égale 
à  m  .  La  somme  de  tous  les  produits  semblables,  relatifs  aux  valeurs 
im|)ain;s  et  positives  de  m',  inférieures  à  2^m,  est  donc  égale  au  nombre 
de  celles  des  solutions  de  l'équation  (A)  dans  lesquelles  les  deux  pre- 
mières indéterminées  r,  y  forment  une  somme  impaire.  On  peut 
DiiK'lhr  critc  restriction  lorsque  A  est  égal  à  i,  car  alors  elle  est  tou- 
jours vérifiée,  puisque  la  forme  c-  -f-  3y-  ne  peut  être  un  nond)re  pair 
sans  être  un  multiple  de  4- 

On  a  donc,  en  désignant  j)ar  //  un  nombre  premier  avec  G  et  par  [i 
iiiM'Nposaiil  t'Ulici',   posililOu  nul, 

NC'2 .  3^/ =  x-^ -+-y^ -h  3 r-' -h  3/=  )  =  4r,  (/O  =  4^n^' )• 
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YIIl.  Le  nombre  des  représentations  du  double  d'un  nombre  im- 
pair m  par  lu  forme  quaternaire 

(A')  im  =  x'--+-y-'  -h  3z--^3t- 

est  égal  à  quatre  fois  la  soinnie  de  ceux  des  diviseurs  de  ni  qui  ne 
sont  pas  divisibles  par  3, 

14.  Les  deux  sommes  x^  -\-  y"^^  z- -h  t^  sont  paires  clans  réqualion 
(A);  car,  si  elles  étaient  impaires,  elles  seraient  de  la  fonno  \l  -\-  [  cl 
Ton  en  déduirait  la  congruence 

2mE^iH-3^=o         (mod.  4) 
contrairement  à  l'hypothèse.  On  peut  donc  poser 

j:=p-^q^         y=p-q^  z  =  u  ^  v,  t  =  u  —  v, 

de  sorte  que  Téquation  (A')  se  ramène  à  la  suivante 
(A")  m  =  '5^n  =  p'- ^  q^  ^  3  u-  -f-  3  p% 

d'ovi  l'orn  conclut 

N(3^?=7J=^-f-^2  +  3f/2  +  3p-)  =  4r,(/0=  4S'(/??> 

IX.  Le  nond)]-e  des  représentations  d'un  nondtre  impair  m  par  la 
forme 

•*•'+>''+  3{zr--\-  f) 

est  égal  à  quatre  fois  la  somme  des  diviseurs  de  m,  en  exrepta/it 
ceux  qui  sont  niulfiples  de  '5. 

J  5.  La  formule  (  i  8'  )  reçoit  encore  une  autre  interprétation,  lorsque 
A  est  ^  T.  Dans  ce  cas,  Tun  des  deux  nombres  m',  m"  est  de  la  forme 
4/  +  I,  et  Fautre  de  la  forme  4^  H-  3.  En  réduisant  le  second  mend)r(' 
à  sa  moitié,  on  peut  restreindre  la  somme  S  à  celles  des  solutions  de 
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Véquation 

n'  jn  =^  in  -}-  m" 

(|ui  vérificnl  la  condition  m'^\  (mod.  4).  On  a  sous  cette  restriction 

Z'-lXs{m\  3)2G7(/??",  3)=  2^S(//0- 

Or  2vj{  nt\  3)  et  2Gî(m",  3)  expriment  les  nombres  des  représen- 
tations de  m  et  de  ui"  par  les  formes  respectives  (i,  o,  12)  et  (3,  o,  4). 
Lfi  somme  2'  est  donc  égale  an  nombre  de  celles  des  solutions  de  Té- 
([uation 

(B)  2'  m  =  X-  -+-  3y-  +  4  -'  -+- 1  ^  ^" 

dans  lesquelles  les  deux  premiers  carrés  sont  impairs.  On  a 

N,(2^/;?  =x-^  3/- -h  43=  4- 12^-)=  2}S(itî)         xx^i(mod.2). 

X.  Le  nombre  des  i-cprcscntations  d'un  multiple  de  [\^  l'm^  par 
la  forme 

(B)  .r=^-+-37=-+-4-'+i2/% 

on  les  deux  premiers  earrés  ne  reçoivent  que  des  valeurs  impaiies, 
est  ê^al  au  produit  de  la  soin  me  des  diviseurs  de  ce  nombre,  impairs 
et  premiers  avec  3,  multipliée  par  2^,  c'est-à-dire  la  plus  liante 
puissance  de  2  renfermée  dans  ce  nombre. 

Nous  donnerons  plus  loin  la  tl)éorie  complète  des  formes  ici  consi- 
dérées; nous  nous  bornons  pour  le  moment  à  déduire  les  conséquences 
immédiates  de  nos  formules. 

16.   Posons  ^=  ^  dans  Téquation  (t),  puis  effectuons  à  Taide  des 

formules  (12)  les  inlé^^rations  partielles  relatives  aux  diviseurs  des 
nombres  m\  m";  nous  obtenons  la  formule 

I(2-(-,)'jp(«)|--^-(-'/|p('0=--^'*'2<'sin'(î^), 


2'/// 


=  2^3P/^  =  3'■/^'-f-3///". 
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Si  X  =  I ,  on  a 

sin-  -^  =  y    ou     =1 
6         4 

suivant  que  d  est  premier  avec  3  ou  divisible  par  3.  On  a  donc 

2^sin^(^|i)  =  i(:,(/0+3r.(f) 

.,   .    .  fi    ,    3P-I  o]        6.3^-5^.,     . 

(19)     2[2-(-i)'^]p(/O[2-(-iy]p(/z'0  =  (6.3P-5)S(/;0, 
3*"  II'  -h  3-^  /i"  =  2  m  =  2 . 3!^  /2 ,         72  /^'  /i" ^  ±;  i      (  niod .  3  ) . 

/2''-'ch\         3 


Si  X  est  ;>  I ,  sin^  (  - — j, — ^  1  =  -  ou  o  suivant  que  d  est  premier  avec 
3  ou  divisible  par  3,  et  l'on  a 

(19')       2|2-(-iyip(/O[2-(-iy]p(/z")=3.2>-«S(,;0, 
X  >  1 ,  2'-  771  =  3^71' -h  3^  71"  =77l'-{-  77l" . 

Pour  interpréter  ces  deux  formules,  il  faut  partager  la  somme  1  en 
quatre  sommes  partielles  Z,,  So,  Sj,  2,  dont  les  termes  correspondent 
respectivement  aux  quatre  bypotbèses  suivantes  : 

*•   ^^^'         -f^""^   *  (mod    o) 

3.  e=i,         /=o,   ) 

,  ''  i  (mod.  2). 

Le  premier  membre  de  nos  deux  équations  est  alors 

2:,p(m')p(m")  +  3i:,p(m')p(^^^ 

mais  réq.uation  (iG)  nous  donne 

S,p(/7î')  p(m")=  (^,(m)     ou     =0, 
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suivant  que  X  est  égal  ou  supérieur  à  i;  de  plus,  à  cause  de  la  symétrie 
de  réquation  m'  -\-  m"  =  2^  m,  on  a  2o  =  Ss-  Les  formules  (19)  et  (19') 
deviennent  donc  respectivement 

6S,p(»Of(x)  +9S.?(t)f(T)  =('^•3^-  ^.^S»^'")-  ''('»>' 
GS.?(''0?(T)  +  9i:.f  (Ï)?('t)  =  3-^>'S('"),        a><)- 

Or  la  somme  lo  est  nulle  dans  la  première  équation  ;  car,  la  somme 
m  -h  ni"  étant  de  la  forme  4^+2,  les  deux  nombres  in',  m"  sont  tous 
deux  de  la  forme  f\l-hi  ou  tous  deux  de  la  forme  4^+3,  d'où  il  ré- 
sulte que  les  deux  nombres  m',  -^  sont,  Tun  de  la  forme  4^  +  1  et 

Tautrc  de  la  forme  4^  +  3  et  qu'ainsi  le  produit  p(fn')  p  (  -^  )  est  tou- 
jours nul.  D'ailleurs 

La  première  équation  devient  donc 

3P. 


(^e  résultat  ne  fait  (pie  confirmer  celui  que  Ton  pourrait  déduire 
directement  de  l'équation  (iG).  L'autre  équation  au  contraire  donne 
MU  ibéoi-ème  nouveau 

s.?("0?(t)  =  ^'-'S(,»>, 

car,  la  somme  /n'  -+-  m"  étant  divisible  par  4,  les  deuv  nombres  /;/',  //f" 

sont,  l'un  de  la  foiine  \l-\-  i  et  Fautre  de  la  forme  1/+  3;  il  en  est  de 

♦         1       I  1         '"'    "i"  ,  ,  ,    . 

même  des  deux  nombres  -3-'  "3"'  *'^  1^'^*'  conséquent  le  produil 

p(t)p(t) 
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est  constamment  nul.  Le  premier  membre  de  la  dernière  formule  mul- 
tiplié par  t6  exprime  le  nombre  de  celles  des  solutions  de  l'équation 

(A)  ■2'- m  =  X-  +  J-'  +  3  (z-  -h  l- ) 

dans  lesquelles  se  trouve  vérifiée  la  condition  x  -+-7  =  1  (moà.  1). 

XI.  Lr  nonthrr  des  représentations  du  produit  d'un  nombre  im- 
pair w  multiplié  par  une  puissance  de  1  supérieure  à  la  première 
par  la  forme  quaternaire 

i'I  dans  lesquelles  se  trompe  vérifiée  la  condition  x-^y  =  i  (mod.  -i) 
est  égala  2^-"=*S(7?0,  S(m)  étant  la  somme  de  ceux  des  diviseurs  de 
m  qui  sont  premiers  avec  3. 

17.  Le  théorème  que  nous  venons  d'obtenir,  joint  aux  théorèmes 
VIII  et  IX,  permet  d'établir  simplement  la  théorie  de  la  forme  (A). 
Désignons  par  N(2"'-3^'0  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  (A), 
par  N,(2\3P/i)  le  nombre  de  celles  qui  vérifient  la  congruence 

a^+jEEEEi  (inod.  2), 

et  parN,(2\3P«)  le  nombre  de  celles  qui  satisfont  à  la  condition 

a:--+-7  =  o  (mod.  2). 

On  a  évidemment  la  relation 

]Nj(o\3^î)=N,(2\3''^/?)-hN,(2\3^0- 

Le  nombre  N,  est  déterminé  par  le  dernier  théorème 

Le  nombre  N.  est  égal  à  N(2>-'.3P/7),  tant  que  X  est  >o;  car  alors 
la  somme  x  +y  ne  peut  pas  être  paire,  sans  que  -  H-  Me  soit  égale- 
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ment;  on  peut  poser 

x  =  x,-i-y^,         j  =  x,  —  j,;  z  =  z,  +  t,,         t  =  z^~t^ 

et  ramener  ainsi  les  solutions  de  l'équation  (A),  qui  satisfont  à  la  con- 
dition énoncée,  à  celles  de  Féquation 

2>-' .  3?7z  =  ^;  -\-y]  +  3(  j;  +  ^;). 

On  a  donc,  en  supposant  A  >>  i , 


N(4.3?/0     -.\(2.3?/^)     =2^r.(/i). 

En  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  on  trouve 

N(2\3'Vi)-X(2.3?/0  =  2''(2'-'-i)r,(/?); 

on  déduit  d'ailleurs  du  théorème  VIII 

N(2.3?/.)  =  4r.(/i). 

On  a  donc  définitivement 

N(2\ 3f^/i  =  x-  +  y-  4-  3 z^-  -h  3  /^)  =  4(2>-  '  -  3)  r,  {n), 

et  Ton  reconnaît  que  cette  formule,  établie  en  supposant  A>i,  est 
encore  applicable  au  cas  A=:i,  parce  qu'elle  donne  alors  le  résultat 
exprimé  par  le  théorème  VIII.  Si  Ton  veut  une  formule  applicable  à 
une  valeur  nulle  ou  positive  de  A,  il  faut  poser 

(  N(2\3'V/  =  x2+K'4-3:;=-h3/-) 

I  =  4(2^-*-'  -  2  -  cos2>T:)r,(/i). 

Pour  X  =r  (),  on  ohlient  N('3P/i)=  4Ci  (/')'  ^^  '^V^^  ^-^^  conforme  au 
théorènir  l\.  (^ctte  forinulf  a  étt'  publiée  par  Liouvillc  dans  le  cin- 
quième Volume  de  la  deuxième  série  de  son  .lourual  (p.  147). 
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18.  En  faisant  t  =  o  dans  l'équation  (G),  on  trouve 

2p(m')p(m")  =  ?(m)+4^?(/^^,)?(/^^.), 
'im  =  m' -h  7?i'\         m  =  /??,-[-  2'/??o. 

Le  premier  membre  est  égal  à  'C,  (m)  (n"  10).  On  a  donc 

(21)  p(m)  +  42p(m,)?(''Ï2)=^,(/?0; 

c'est  le  résultat  que  Ton  déduirait  directement  de  l'équation  (2)  en  y 
faisant  ^  =  -•  Au  moyen  de  la  substitution  ^  ^  ^  et  des  relations  (7) 
et  (8),  on  déduit  des  équations  (2),  (3)  et  (4)  les  formules  suivantes 

(22)  xn(m,  2)-h  22îïj(m,,  i)vn{m.-,^  2)=  l^  (m), 

(23)  42t^(/^^,2)p(m,)  =  I^[(|)-(|)],         dl=m, 

42(-i)'^tn(m,,2)cos^p(mJ=(^)2r/(|)-2(-i)'^'(j). 

Les  sommes  2  qui  figurent  dans  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions se  rapportent  aux  solutions  de  l'équation 

771  =1  TTlf  -{-  2*771.2 

en  nombres  impairs  et  positifs;  mais,  dans  l'équation  (23),  l'exposant  i 
est  égal  à  i,  tandis  que  dans  la  dernière  cette  valeur  i  de  i  est  exclue 

par  le  facteur  cos^r^- 
^  4 

Nous  désignerons  avec  Liouville  par  co,  (m)  la  fonction  définie  par  la 
formule 


(o,(m)=  2^/(1)  =If/(- i)  *    ,  do  = 

On  a  d'ailleurs 

0  —  I        m  —  I        d  —  I 


2 

Ô  —  I     ,      .  n»  —  1 


(mod.  2), 


771^=771     (mod.  4),  (-1)    '    ={-~^); 
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par  conséquent,  la  dernière  formule  multipliée  par  ( j  devient 


1.,  désig-nant  la  portion  de  la  somme  I  qui  correspond  aux  valeurs  de  i 
égales  ou  supérieur-es  à  3,  et  2,  celle  qui  correspond  à  la  valeur  i  =  2. 

19.  L'équation  (21),  multipliée  par  4,  donne  le  nombre  des  solutions 
de  l'équation 

(C)  m  =  x-'-hy-^2(z.'^t-) 

en  nombres  entiers,  pairs  ou  impairs,  positifs,  négatifs  ou  nuls,  car 
^p(m)  exprime  le  nombre  de  celles  de  ces  solutions  où  les  deux  nom- 
bres z  et  t  sont  nuls,  tandis  que  la  somme  li^p(j?7f)  ^p(m.^)  est  égale 
au  nombre  de  toutes  les  autres  solutions.  Donc  : 

XII.  Le  nombre  des  représentations  d'un  nombre  impair  m  par 

la  forme  x'-  -\- y'  -h  'iz-  -]-  il-  est  égal  à  quatre  fois  la  somme  des 
diviseurs  de  m. 

L'équation  (21)  reçoit  encore  une  autre  interprétation  quand  le 
nombre  m  est  de  la  forme  4^  +  i;  comme  m,  est  aussi  de  même  forme, 
la  différence  m  —  771,  =  2' m,  est  toujours  divisible  par  4-  Admettant 
alors  que  ^ip(77i.,)  exprime  le  nombre  des  représentations  de  2'~^7n.,  par 
la  forme  z'^-\-t^,  le  produit  /4p(77i,)  ^p(m.^)  exprime  le  nombre  de 
celles  des  solutions  de  Téquation 

(D)  m  =  x--hy-  -+-  .\z'  +  4  /-, 

dans  lesquelles  la  somme  x^  -h y'  est  égale  à  7n,.  La  somme  de  tous  les 
produits  semblables,  relatifs  aux  valeurs  i,  5,  ...,/;?  —  4  de  /??, ,  aug- 
mcnléc  (lu  noml)re  l\p(m)  des  solutions  où /;<,  est  égal  à  m,  est  donc  le 
nondjrc.de  toutes  les  solutions  de  Téquation  (D).  Donc  : 

XÎII.    Le    fioudfre    des    représentations    d'un    nombre    impai/- 
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ni  =  4^+1  />«/'  l(^  forme  x-  -f-J'^  H-  \  Z'  -+-  -\l'  est  égal  à  r/uaf/-e  fois 
la  somme  des  diviseurs  de  m. 

Si  m  =  \n  -+-  3,  p(fn)  =  o.  Dans  ce  cas,  2 p  (/??,)  10 {m.,  )  cx[)i'linc  le 
nombre  des  solutions  de  l'équation 

771  —  X-  -f-  4-"  -+-  2O'-  -h  /|  t^), 

dans  lesquelles  x'-  -+-  4^'  est  égal  à  /y?,.  On  a  donc  ce  lli(';orèni('  : 

XTV.   Le  /i077ibre  des  solatio/is  de  l'équalion 

(D')  4 n  +  3  =  .x-2 -t-  'îv-  +  4 -'  +  8/2 

est  é^al  à  la  so77wie  des  diviseurs  du  7ioi7ib]-e  4/^  +  3. 

20.  Dans  la  formule  (22),  le  produit  2cî(/7^,,  2)  2Cj(/;/o,  2)  est  égal 
au  nombre  de  toutes  les  combinaisons  possibles  d'une  représentation 
de  m^  par  la  forme  (i,  o,  2)  avec  une  représentation  de  2'"'  771.,  })ar  la 
même  forme;  par  conséquent,  ce  produit  exprime  le  nombn^  de  celles 
des  solutions  de  Féquation 

(E)  m  =x--h27-+2(r-H-2/=) 

dans  lesquelles  la  somme  des  deux  premiers  termes  est  un  noudjre 
impair  771  ^  <i  m.  La  somme  de  tous  les  produits  semblables,  augmentée 
du  nombre  2 G7(/;?,  2)  des  solutions  dans  lesquelles  ^  et  /  sont  nuls, 
exprime  le  nombre  de  toutes  les  solutions  de  Téqualion  (K).  Notre  for- 
mule exprime  donc  ce  théorème  : 

XV.  Le  7i07nbre  des  représc7ilalio7is  d' au  iio77ibi-e  iiiipai/-  m  par 
la  for /ne 

(E)  x'+iy^-^-iz-'-^^l- 

est  égal  à  deux  fois  la  so/7i77ie  des  diviseurs  de  ///, 

N(/;i  =  07--+-  27-4-  2;--i-  \t-)  =  ■>l,(in  ). 
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21.  L'équation  (23)  ne  peut  s'appliquer  qu'aux  nombres  de  Tune 
des  deux  formes  8/  rt  3,  car  ses  deux  membres  s'annulent  quand  m  est 
de  Tune  des  deux  formes  8  /  =i=  i  ;  on  le  constate  pour  le  premier  membre 
en  considérant  que  l'on  doit  supposer  m.^  de  la  forme  4^  +  i,  et  m,  de 
l'une  des  deux  formes  8  /  +  i ,  8  /  -t-  3,  afin  que  le  produit 

CT(m,,  2)p(/??o) 

ne  soit  pas  nul  ;  on  a  donc 

/;?  = /??, -4- 2/7Zo^i  H- 2      OU      3  4- 2  (mod.  8), 

ce  qui  exclut  les  deux  formes  8/  ±  i .  Pour  le  second  membre,  on  a 


ou         (-1=— (;), 


suivant  que  le  nombre  m  est  de  l'une  des  deux  formes  8/±  i  ou  de 
Tune  des  deux  formes  8/  ±  3;  car,  dans  le  premier  cas,  on  a 


2  \  /  2 


-j  =  l^M.)  =  i, 


dans  le  second  cas,  on  a 


d)\l)~        ''  \cl 


L'équation  (23)  peut  donc  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

(23')      22C7(/??,,  2)4p(/7?o)  = /jco,  (/;/),  m  =  ±'^  (mod.  8). 

Cette  équation  peut  s'interpréter  de  deux  manières,  suivant  (pie  Ton 
considère  [\z,{in.,)  comme  exprimant  le  nombre  des  représentations  de 
m.,  ou  de  2/;/^  par  la  somme  de  deux  carrés.  Dans  le  premier  cas,  le 
premier  membre  est  égal  au  nombre  des  solutions  de  l'équation 

(F)       8/f  ±  3  =  .x-+ 2j-  +  2r--h  2/%         j-|-/==,  (mod.  2), 

cai-  le   produit   2rrr(///,,  2)  ^ipCm.)  est  égal  au    nombre  de  toutes  les 
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combinaisons  possibles  d'une  représentation  de  ln^  par  la  forme 
(i,  o,  li)  avec  une  représentation  de  im.,  par  la  forme  2.(z-  -h  i'- ). 

Dans  le  second  cas,  la  somme  ^  -exprime  le  nombre  de  celles  des 
solutions  de  l'équation 

(P)  8A-  =  3  =  x-'^y^  -^  z'  -^•li' 

où  la  somme  {y  -^  z)  est  un  nombre  pair. 

22.   L'équation  (23)  peut  encore  s'écrire 

Le  premier  membre  exprime  alors  le  nombre  de  celles  des  solutions 
de  l'équation 

(F")  8  A-  dr  3  =  X--  +  ly-  ^  2  ;-  -  8  /^ 

dans  lesquelles  la  valeur  de  z  est  impaire,  car  le  produit 

exprime  le  nombre  de  toutes  les  combinaisons  possibles  d'une  repré- 
sentation de  nif  par  la  forme  (  i,  o,  2)  avec  une  représentation  de  int.^ 
par  la  forme  (2,  o,  8).  On  a  donc 

X,  (m  =  Sk  ±  3  =  ./■-  -h  -ly-  —  2::-  —  8/-  )  =  2(0,  ( //t). 

en  rappelant  par  Tindice  de  .\,  la  restriction  z  =^i  (mod.  2).  Si 
/;/ r=  8 /i -i- 5 ,  cette  restriction  est  toujours  vérifiée,  car  les  deuv 
nombres  j>'  et  z  sont  alors  tous  deux  impairs.  (.)n  a  donc,  sans  aucune 
restriction, 

'S(S/i  ^  ")  =  j:-^  -ly-  4-  -2 z-  -h  i^  f- )  =  2W,(  8//  -h  j). 

Mais,  quand  m  =  8A  -h  3,  l'un  des  deux  nombres  j^,  z  est  pair  et  l'autre 
impair;  en  assujettissant  le  nombre -à  être  impaii-.  ou  it'thiit  de  moitié 
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le  nombre  des  solutions  de  Féquation  (F").  Le  nombre  de  toutes  les 
solutions  est  donc  égal  à  4  w,  (m).  Donc  : 

XVI.  Le  nombre  des  représentations  d'un  nombre  8/i-+-3  ou 
8  //  -h  5  par  la  forme 

m  =  X-  -f-  2.y'-  -+-  iz-  -î-  S  t'- 
est égal  à  quatre  fois  ou  à  deux  fois  l'excès  de  la  somme  des  divi- 
seurs de  m,  dont  les  conjugués  sont  de  l'une  des  deux  formes 
8/  d=  r  SU]'  la  somme  des  autres  diviseurs 

N(8/î  +  3  =  x-  -f-  'ly-  4-  2;'  +  8/-)  =  4w,(m), 
N(8«  +  5  =  X-  -^  2/'+  2r--f-  8/-)  =  2co,(m). 

25.  On  interprète  d'une  manière  semblable  l'équation  (24).  Comme, 
dans  la  somme  l^?  la  différence  m  —  m^  est  divisible  par  8,  le  produit 

2tô(m,,  2)4p(7?Z,) 

c\j)rime  le  nombre  de  celles  des  solutions  de  l'équation 

( G  )  m  =  X'  -+-  27-  4-  8  ;-  +  8 1- 

dans  lesquelles  la  somme  x'^  -f-  'ly''  est  égale  à  m^,  et  la  somme  des  deux 
derniers  termes,  à  Q.'m.,.  La  somme  de  tous  les  produits  semblables, 
augmentée  du  nombre  2ct(/?z,  2)  des  représentations  de  ni  par  la 
l'orme  (i,  o,  2),  est  donc  égale  au  nombre  de  toutes  les  solutions  de 
l'équation  ((  î).  Ou  a 

2Gi(/?/,  2)  H-i^o^cïC'^^î  -)  \?(''i-2)  =  N(m  =  X-  H-  '2y-  -h  Sz'-  -r-  8/-). 

I  )ans  X,,  au  eonlraire,  la  différence  m  —  m,  est  de  la  forme  8 A"  +4, 
la  somme  i],  •iTr>(in^,  -i)  \^(m.,)  exprime  le  nombre  de  celles  des  solu- 
tions de  l'équation 

( ( j' )  m  =  ./;-  +  2JK-  -f-  4 -■  +  \  t' 
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dans  lesquelles  la  somme  r  -h  /  est  un  nombre  impair.  On  a 


(240 


N(77z)  =  X--  +  ly-  +  8c- ^  8/-) 


-   N,(W  =.Z--l-2y-+    ',;-^+4r-)r=  of^jco/w), 


en  rappelant  par  Tindice  de  \,  la  restriction  z  ~t-  f  =  i  (mod.  2). 

Or,  dans  la  forme  (G'),  le  nombre  m  est  de  Tune  des  deux  foriiu's 
8/-f-i,  8/H-3sila  somme  :r  +  ^  est  paire,  et  de  Tune  des  deux  formes 
8/H-5,  8/H-7  dans  le  cas  contraire.  Si  donc  le  nombre  m  est  de  l'une 
des  deux  formes  8/  +  (i,  3),  Téquation  (G')  n'admet  aucune  solution 
qui  vérifie  la  condition  r  +  /E^i(inod  2),  N,  s'évanouit  et  l'équation 
se  réduit  à  la  suivante  : 

m  =  Sl-\-  (i,  3),         N(m  =  x-  +  '^X'  -+-  ^~-''  +  8/-)  =  2w,(/;z). 

Dans  ce  cas,  la  forme  (G')  est  équivalente  à  la  forme  (G);  on  a 

N (/??  =  ./•-  -4-  -ly-  4-  4 z-  -f-  4 /-)  =  2C0,  (w). 

Si  le  nombre  m  est  de  l'une  des  deux  formes  8/  -t-  (.5,  7  ),  Téqualioii 

(G)  est  impossible,  (  — -  )  est  égal  à  —  i ,  et,  comme  toutes  les  solutions 

de  Téquation  (G')  vérifient  la  condition  z  ^  f^^i  (mod  2),  on  a  sans 
restriction 


m 


=  8/-l-(5,  7),  N(/??  =x--h  '2y--h\z-+  4f')  =  '-ico,  (/;/). 


En  réunissant  les  deux  derniers  résultats,  nous  obtenons  ce  tliéo- 
rème  : 

X\  II.   Le  nombre  des  l'eprésentatioiis  (T un  nonibre  impair  m  par 
la  forme 

m  =  X-  -\-  2 y-  H-  \  z-  H-  4 1- 

est  égal  à  deux  fois  l'excès  de  la  somme  des  diviseurs  de  m,  dont 
les  conjugués  sont  de  Vune  des  formes  8/z±î  sur  la  sommr  des 
autres  diviseurs. 
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Î24.  La  subslitution  /  =  ~  dans  réquation  (5)  conduit  à  la  formule 

ltô(m',  -2)^(171",  2)  =  p(m)  ^  ^Zp(m^)  p(m.,'), 
m' -\-  m" ^  -mi,  m  =  /??,  +  2.'m.^, 

où  sont  réunis  deux  résultats  obtenus  précédemment.  En  faisant  la 
même  substitution  dans  Féquation  (6)  et  en  efîectuant  les  intégrations 
partielles  relatives  aux  diviseurs  des  nombres  /;?',  /n",  m.,  au  moyen  des 
formules  (7)  et  (8  ),  on  trouve 

m-l 

1(-  i)   -    ûj(nt',  i)vô{m",  2)  =  p(w)  +  4Icos2'-'-p(/7?,)c(/7?.).. 

Quand  m'  est  de  la  forme  4/  -t-  i,  2.rs(m',  2)  exprime  le  nombre  des 
jcprésentations  de  ///  par  la  forme  (i,  o,  8);  la  même  expression  est 
égale  au  nombre  des  représentations  de  m'  par  la  forme  (4,  2,  3), 
(juand  ni'=![l-h  3.  Le  premier  membre  de  notre  formule  est  donc 
égal  à  Texcès  du  nombre  des  solutions  de  l'équation 

(H)  2/7/ =  ./;-H- 8jv--h -;--h  2/-,         ZEE^i  (mod  2) 

sur  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

ni')     '2/ji  =^  ^./r -\- ^xy -h  3y'- ^  :'- -h  2.1-,         z^i         (mod  2). 

l*our  le  second  membre,  désignons  respectivement  par  2Î],,  2^  les 
deux  portions  de  la  somme  ^  qui  correspondent  respectivement  aux 
deux  bypotlièses  /=  i,  i^'i.  Nous  aurons 

]p(m)  -+-  iC)!,  p(/ni)  p(m,)  ==     N(m  =  -c' -h y'  +  4-'  +  W), 
iT)!,  pi///,  )  p(ni.,)  =  'j.'S,(/n  =  x'  ^ y-  -+-  2J-  +  8/-  ), 

en  raj)pelanl  [>ar  l'indice  de  \,  la  restriction  ^^ i  (mod  2).  L'un  de 
ces  nombres  est  toujours  nul,  car  la  première  forme  ne  convient  pas  à 
nu  nombre  de  la  forme  4/-+-  l,  ni  la  deuxième  à  un  nombre  4/ -4-  t. 
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On  a  donc 

==  N(4/  4-  I  =  jr^y-  -f-  \z'  -4-  4^'), 

^î^(8/  -^  G  -  4-t'  +  ^^y  +  3>"  +  r'  +  2/\) 

=  2N,(4/  +•  3  =  X-  +  >-  -h  23'^  +  8/-0. 

D'ailleurs  le  nombre  des  solutions,  tant  de  l'équation  (H)  que  de  l'é- 
quation (H'),  est  égal  au  nombre  des  représentations  de  'im  par  la 

forme 

^2^_^-2-i-2;-+2/-,         xy  =  i         (moà-i), 

lequel  est  égal  à  ^.{m)  (n«  12,  th.  V).  On  a  donc 

y, ^{2111  =  X-  4-  8;--  4-  z-  -+-  2 /-  ) 
4_  N,('2w.  =  4x-  +  4^7  -+-  ■">/'  +  -'  +  ^^v)  ^  A'C.(/^0- 

On  reconnaît  aisément  que  l'un  de  ces  deux  nombres  est  toujours 
nul,  car  les  deux  équations  (H),  (H'),  réduites  en  congruences  relati- 
vement au  module  8,  deviennent  respectivement 

om  =  2-f-2/-,  2m  =  4  4-2/-         (mod8): 

la  première  ne   convient  qu'aux   nombres  8/4-2  ou  8/ -+-4,    ol   la 
seconde  aux  nombres  8/  -f-  4,  8/  -h  6.  On  a  donc 

N(8/  -f-  2  =  X-  4-  y-  -  8r-  4-  8/^  ) 

N,(8/  4-  G  =  l\x'  4-  4^-7  +  •">>''  +  -'  -^  ^  f") 

^  ,^X(4/-t-3  =x--4- V-+  2:;- 4- 8/-)  =  4^/4/+ 3). 
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IV. 


re 


2o.   En  ajoutant  quelques  considérations  arithmétiques  aux  théo- 
èmes  précédents,  on  peut  compléter  la  théorie  des  formes  quaternaires 
auxquelles  ils  se  rapportent.  Les  formes 

.r-  -hy--i-  z--\-  /'- ,  oc-'-  H- y-  -h  2  ;-  4-  2  /- 

peuvent  représenter  des  nombres  quelconques,  pairs  ou  impairs.  On 
passe  de  la  seconde  à  la  première  en  posant 

(A)       'iz=p---q,  'it=p~q,  2z'-hit-  =  p^-^q-', 

mais  les  deux  nombres/?,  q  doivent  vérifier  la  congruence 

p  -{-  q^o  (mod  2), 

tandis  que  dans  la  première  forme  les  deux  nombres  ::,  t  ne  sont  soumis 
à  aucune  condition.  Considérons  d'abord  un  nombre  impair  m.  Nous 
avons  trouvé  (n"  19)  que  le  nombre  des  représentations  de  m  par  la 
deuxième  forme  est  égal  à  4'C,(w)-  ^^  ^^  déduit,  par  la  substitution 
précédente  (A),  autant  de  représentations  de  m  par  la  somme  de  quatre 
carrés,  savoir  toutes  celles  dans  lesquelles  la  somme  des  deux  derniers 
carrés  est  un  nombre  pair.  Or  ce  nombre  est  précisément  la  moitié  du 
nondjrc  des  solutions  de  Téquation 

/;/  =  X-  4-  y-  -I-  r-  -h  /-, 

car  cette  équation  admet  autant  de  solutions  dans  lesquelles  la  somme 
des  deux  derniers  carrés  est  un  nombre  pair  que  de  solutions  dans  les- 
(|U('lies  cette  somme  est  un  nombre  impair;  on  passe  d'un  groupe  de 
sohilions  à  l'autre  par  le  seul  échange  des  deux  premiers  carrés  avec 
les  deux  derniers.  On  a  donc  ce  théorème  de  Jacobi  : 

\\  NI.    Lr  iioinhrr  (1rs  rrprcsrntationfi  d'un    uoiiihrc   impair  m 
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par  la  somme  de  quatre  carrés  est  égal  à  huit  fois  la  somme  des 
diviseurs  de'ni. 

26.  Les  solutions  de  Féquation 

(C)  2^m  =  x-^y"-—  -iz-—  it- 

se  partagent  en  deux  groupes,  suivant  qu'elles  vérifient,  oui  ou  non, 
la  condition  xy^i  (mod  2).  Le  nombre  de  celles  qui  vérifient  cette 
condition  est  déterminé  par  le  théorème  V  (  n^  ^^);  en  indiquant  ce 
nombre  par  N, ,  on  a 

N,(2'/7?  =  ;r--r-y-H-  2;-  -f-  2/-)  =  4s((''05  l6w,(/?0       OU       0, 

suivant  que  Ton  a 

X  =  I ,  A  =  2     ou     A  >  2. 

Les  autres  solutions  se  déduisent  de  celles  de  l'équation 

(c)  2''"' z?;' =  ;- H- ^- -h  2W- -i- 2/-, 

en  prenant  x  =  iu^  y  =  iv.  On  a  donc,  en  désignant  par  N(  2'/;/  )  le 
nombre  de  toutes  les  solutions  de  l'équation  (C),  et  par  iS",(  2'//?)  celui 
des  solutions  qui  vérifient  la  condition  xy^i  (mod  2). 

En  substituant  dans  cette  formule  les  trois  valeurs  de  N,(  2^/??)  déter- 
minées par  le  tliéorème  cité,  on  a 

X(2^m)  =  \(2'-'  /»)=...=  \(/i  w)'  '/^  >  ■-^• 

N(4/>')  =  iGv,(m)  -f-  .\(2m), 
\iim)=    \l,{m)-^^{m). 

D'ailleurs,  d'après  le  théorème  du  n''  lî),  on  a 

^(m)=\l,Sm). 
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On  obtient  ainsi  le  théorème  suivant,  énoncé  par  Liouville  dans  le  cin- 
quième Volume  de  la  deuxième  série  de  son  Journal  (p.  269)  : 

XIX.   Le  nombre  X  des  solutions  de  Véquation 
(C)  i'm  =  j:-^y'-^-iz--^it- 

est  exprimé  par  les  formules  respectives 

suivant  que  l'on  a 

A  =  o,         X  =  I      ou     A^  2. 

27.  Liouville  a  déduit  ce  théorème  de  celui  de  Jacobi  relatif  au 
nombre  des  représentations  d'un  nombre  entier  par  la  somme  de  quatre 
carrés.  Xous  suivrons  la  marche  inverse,  nous  déduirons  le  théorème 
de  Jacobi  de  celui  que  nous  venons  de  démontrer.  Tant  que  l'exposant  A 
est  ]>  o  dans  l'équation  (C),  la  somme  des  deux  premiers  carrés  est  un 
nombre  pair,  do  sorte  que  Ton  peut  poser 

x^y=ip^  j:-y=o.q,  x'^y''^  i^p- -^  q"-) 

et  ramener  les  solutions  de  cette  équation  à  celles  de  la  suivante  : 

2'~'  m  =  p-  -^-  q-  -\-  z-  -\-  t'-. 
On  a  donc,  pour  une  valeur  positive  ou  nulle  de  a, 

X  (  2*  ///  =  X-  -r-  y-  ^  z-  -r-  t-  )  =  X  (  2'='^ '  m  =  X-  -h  y-  -h  2 ^-  -h  2  /■-  ) . 

Or  nous  venons  de  trouver  que  le  second  membre  est  ég^al  à  8'Ci(/^0 
si  a  =  o  et  à  'i!\X,^(m)  si  a  >  o.  On  a  donc 

N(2«w  =  .x- 4- X^ +  ;■-'+  Z-^)  =  8r,(m)     ou     =  24r,(w), 

suivant  (jue  2*///  est  impair  ou  pair.  On  obtient  ainsi  le  théorème  cité 
(le  Jacobi  : 

\\.    L<-  nombre  drs  représentations  différentes   de  n  par   une 
somme  (h-  fjuatre  carrés  à  racines  positives,  nulles  ou  néi^atives,  est 
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égal  à  Jnu'l  fois  la  somme  des  diviseurs  de  n,  si  ii  est  impair,  et  à 
vingt-quatre  fois  la  somme  des  diviseurs  impairs  de  //,  si  n  est 
pair. 

28.   On  complète  de  même  la  théorie  de  réquation 
CD)  i^m  =  x"^y-^  AZ--^'\t-. 

Quand  X  est  nul,  Téquation  est  impossible  si  /;?  =  4/-^3,  et  le 
nombre  de  ses  solutions  est  égal  à  ^'C^{m)  si  m  =  4/+  i  (n'^  19). 
Quand  A  est  égal  à  i,  les  deux  nombres  .r,  7  sont  impairs,  on  peut 
poser 

X-h/^ip,  j:-y  =  '2q,  x- -h y- =  2(p- ^  q- ), 

et  réquation  (D)  se  ramène  à  la  suivante 

rji  =  x-  -i-y--i-  iz'-h  2/-, 

dont  le  nombre  des  solutions  est  déterminé  par  le  théorème  Ml 
(11"  19).  Le  nombre  des  solutions  de  l'équation  (D)  est  donc  égal  à 
4!:,(7?z)  pour  la  valeur  i  de  A.  Lorsque  A  est  égal  ou  supérieur  à  -2.  les 
nombres  x,  y  sont  pairs,  de  sorte  que,  en  posant 

X  =  '2u,         y  =  -iv, 
on  ramène  Téquation  (D)  à  la  suivante, 

0^-2  ju  z=  u-  H-  V-  -h  ;-  +  /^, 

dont  le  nombre  des  solutions  est  délernnné  par  le  théorème  X\. 

Le  nombre  des  solutions  de  Téquation  (D)  est  donc  égal  à  S'Ç.im) 
ou  à  24:, ('^0^  suivant  cpie  A  est  égal  à  -i  ou  >  2.  En  réunissant  ces 
diverses  conclusions,  nous  obtenons  le  théorème  énoncé  par  LiouviUe 
dans  le  cinquième  volume  de  la  deuxième  série  de  son  Journal 
(p. 3o5;: 

XXL   Si  l'on  désigne  par  X  le  nombre  des  solutions  de  l'équa- 

Journ.  de  Math.  {'\'  série),  tome  VI.  —  l'a^c.  I,  iSS.,. 


42 

tioii  (D),  on  a 
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?S  =  o     si     -i^m  =4^+3, 
N  =  M^{m)     si     i^m  =  4 /  4-  i , 
N=    ^t\m)     si     A  =  i, 
N=    8 '(,(/??)     si     A  =  2, 
N  =  24'C,(/^0     ^^     Xest>2. 
29.  Le  nombre  des  solutions  de  Têquation 
(E)  "l' m  —  ./;-  4-  2j-  4-  2r-  -t-  4^' 

est  déterminé  par  le  théorème  XV  (n*'  20),  dans  le  cas  où  \  est  nul-. 
Dans  les  autres  cas,  on  a 

et  l'équation  se  ramène  à  la  suivante 

!> '-'  m  ^y-  -\-  ::-  +  2  ir  H-  2  /- , 

dont  le  nombre  des  solutions  est  donné  par  le  théorème  XIX  (n°26); 
ce  nombre  est  éj^al  à 

L\l,Km),     8r,(w),     24'C,(/^^), 

suivant  (jue  Ton  suppose  A— i  =  o,  A  —  i  =  i,A  —  i>2. 

X\II.  Dcsi'^nant  donc  par  N  le  nombre  des  solutions  de  Féqua- 
lion  (  I*]),  on  a 

X  =  2'C, (///),  X  =  [^l,{m),         N  =  8r,(/>0,  X  =  i\l,{m). 

sui\((nl  f/iie  l'on  si/p/)ose  X  ^-  o,  X  =  r ,  X  =  2,  X>  3. 

I.iouville  a  étudié  ré(juation  (E)  dans  le  Tome  VU  de  son  Journal; 
il  a  déterminé  le  nombn;  des  solutions  propres,  c'est-à-dire  des  solu- 
tions dans  lesquelles  les  quatre  carrés  n'ont  pas  d'autre  diviseur 
romimni  (jur  riniih''. 
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Nous  la  reprendrons  plus  loin  à  ce  poinl  de  vue,  ainsi  que  les  équa- 
tions étudiées  précédemment. 

50.   Le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

(e)  2'  w  =  x-^  ^y""  4-  4 z-  ^\l- 

se  déduit  aussi  aisément  de  ce  qui  précède.  Si  Ton  désigne  ce  nombre 
par  N,  on  a  évidemment  X  =  o  lorsque  A  est  nul  et  que  ni  est  de  la 
forme  4^-+- 3,  ou  bien  que  A  est  égal  à  i.  Si  A ^2,  l'équation  se  ra- 
mène à  la  suivante 

dont  le  nombre  des  solutions  est  déterminé  par  le  lli<''orème  \\;  «in  a 

N  =  8"C,(m)     si     A  =  2.  X  ==  24!^//;/)     si     A  est  >  3. 

Lorsque  A  est  nul  et  que  m  =  \l  ^  i^  le  nombre  des  solutions  de 
l'équation  (c)  se  déduit  du  tbéorème  XIII  (n''  19).  Dans  l'équation  (  D) 
comme  dans  l'équation  (r  j,  Tun  des  deux  premiers  carrés  est  pair  et 
l'autre  impair;  le  carré  pair  peut  occuper  deux  places  dans  Téqua- 
tion  (D),  tandis  qu'il  est  fixé  au  second  terme  dans  r«''qiiatioii 

le  nombre  des  solutions  de  la  première  équation  est  donc  doul}le  de 
celui  des  solutions  de  la  dernière.  Donc  : 

XXIII.   Le  nombre  X  des  solutions  de  F  équation 

{e)  "î' m  =  X-  -^  :\y-  —  4  ::-  —  4  /- 

est  expj'imé  respectiiement  par  les  formules 

X=    o  si  l'm^i  ou     3     (mod4). 

X  =î:    :2  ^ ,  (  m  )  si  2'  m^i  (  mod  4  ) . 

X=    ^'i^(n^)  si  2^/;?eee4  (mod8), 

X  =  24^i(«0  si  2'/w^50  (modS). 
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51.  Les  solutions  de  Féquation  (e),  dans  le  cas  où  2'  nt  est  de  la 
forme  4/^  -f-  i ,  peuvent  se  partager  en  deux  groupes  suivant  que  y  est 
pair  ou  impair.  La  somme  des  deux  nombres  de  solutions  est  égale  à 
deux  fois  la  somme  des  diviseurs  de /??.  D'ailleurs,  lorsquej' est  impair, 
la  forme  x- -h  ^y-  est  équivalente  à  la  forme  (DX--h  !\xy  +  4jK')-  On 
a  donc 

\(4/^  ^  I  =  x-'^i^y'-^-^z'^+^t') 
—  ^'(4/'  -+-  i  =  5x--+-4jr.7  +  47--h4;-  +  4^-)  =  2r,(4//  —  i). 

Pour  obtenir  le  théorème  de  Liouville  relativement  à  la  forme 

0?- -h  4y' -^- 4 -" -+- 16/-, 

il  faut  faire  intervenir  les  formules  empruntées  à  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques  que  nous  avons  indiquées  précédemment  (n°  9).  Dans 
la  formule  (i5"),  si  l'on  égale  entre  eux  les  coefficients  de  q"'  dans 
les  deux  membres,  on  a 

N(w  =  x-2  _  4j'2  +  4r-  +  iG/=) 

-  X(/;<  =  3x--^\xt  -+-  4^'-i-  47'  +  4-',)  =  2l(-  lyi, 

la  somme  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  impaires  et  positives  de  /  qui 

satisfont  à  Téquation 

/??  =  i-  -h  45-, 

où  l'on  désigne  par  .s-  un  entier  qui  peut  être  indifféremment  positif, 
nul  ou  négatif.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  le  nombre  m  ne  peut  être 
que  de  la  forme  '\ji  -h  i.  Xous  supprimons  ici  le  facteur  2  qui  ligure 
dans  le  second  mcndire  de  Técpiation  (i5"),  parce  ({ue  nous  renq)laçons 
le  iioiiihi»'  impair  et  positif/  par  le  nombre  impair  j:,  positif  ou  néga- 
lil.  Vax  condjinant  nos  deux  formules,  nous  trouvons 


i-\ 

i. 


N(  ',/, -f-i  =.r^+  /iy2+4-2-^  ,G/2)  =  ^,(4,i^i)^_V(^_  ,, 

52.   Ce  résultat  nous  donne  immédiatement  la  théorie  de  Téquatinn 
{(l)  2^  m  =  x-  H-  ^y-  4-  4:;-  -h  i6t-. 
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Le  nombre  des  sohuions  de  cette  équation  est  nul  si  'l'm  est  de  Tune 
des  deux  formes  l\n  +  2,  \ii  H-  3;  il  est  exprimé  par  la  dernière  for- 
mule quand  l' m  est  de  la  forme  [\n^  i\  quand  -î' ni  est  un  multiple 
de  4,  on  a  X  =  2w,  et  l'équation  proposée  se  ramène  à  la  suivante 

(cV)  'i''--in  =  u-'-^y-  +  ;2  ^  4/-, 

dont  le  nombre  des  solutions  se  détermine  aisément  au  moyen  du  théo- 
rème de  Jacobi.  Quand  A  —  2  est  égal  ou  supérieur  à  2,  les  trois  pre- 
miers carrés  sont  pairs,  de  sorte  qu'en  posant 

11  =  IX,,         y=2y,,  z  =  2z., 

on  ramène  l'équation  à  la  suivante 

2^-  '•  ni  =  x\  +  y\  H-  r;  +  u-  ; 

d'après  le  théorème  XX,  le  nombre  des  solutions  est  égal  à  8JI,  {m)  ou 
à  24  w,  (m)  suivant  que  A  est  égal  ou  supérieur  à  4- 

Si  X  =  3,  deux  des  trois  carrés  ir,  j-^,  z-  doivent  être  impairs,  et  le 
troisième,  pair.  L'équation  ne  diffère  alors  de  l'équation  (6)  qu'en  ce 
que,  dans  celle-ci,  le  carré  pair  est  fixé  au  troisième  terme,  tandis  ((ue, 
dans  l'autre,  ce  carré  peut  occuper  trois  places.  On  a  donc 

i\(2m  =:  X-  -h  7-  ^-  r-  +  \t-)  =  3  y(-27n  =  x- -h y-  +  4  3-  +  4/-  ). 

D'après  le  théorème  XXI,  le  dernier  nombre  est  égal  à  4*Ci(/^?).  l'ai* 
conséquent,  lorsque  A  =  3,  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  pro- 
posée est  égal  à  iiZy(/n  ). 

Si  X  =  2,  il  faut  distinguer  les  deux  formes  4^*  +  3  et  4'^  -f-  i  •  Quand 
m  =  4/i  -+-  3,  les  trois  nombres  u, y,  z  sont  impairs;  de  même,  dans  la 
représentation  de  4'*+  3  par  une  somme  de  quatre  carrés,  un  seul 
carré  est  pair,  et  les  trois  autres  sont  impairs;  mais  le  carré  pair  peut 
occuper  quatre  places,  tandis  qu'il  est  fixé  au  dernier  terme  dans 
l'équation  (d').  Le  nombre  des  solutions  de  cette  équation  est  donc  le 
quart  du  nombre  des  représentations  de  4''  +  3  par  une  somme  de 
quatre  carrés;  il  est  donc  égal  à  2w,  (4//  -f-  3). 

Quand  m  ^=  /\n  -i-  j,  un  seul  des  trois  nondîres  u,  y,  z  est  impair, 
et  les  deux  autres,  pairs.  L'équation  (ri')  ne  diffère  de  l'équation  (D) 
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qu"en  ce  que,  dans  celte  dernière  équation,  le  carre  impair  ne  peut  oc- 
cuper que  deux  places,  tandis  qu'il  peut  en  occuper  trois  dans  la  pre- 
mière. On  a  donc 

d'après  le  théorème  XXI,  le  dernier  nombre  est  égal  à  4^i  ('^')'  ^*"  P^^~ 
mier  est  donc  égal  à  6w,(m). 

En  réunissant  ces  divers  résultats,  nous  obtenons  les  deux   théo- 
rèmes suivants  : 

XXIV.  Le  nombre  X  des  solulions  de  Véqualiou 

id')  2*/7?=x-+/-— ::=-+-4^' 

est  exprimé  par  les  formulas  respectées 
1-  a  =  o.        X(4/z-^3j=    2r,(4/«^3),        X(4/iH-i)=    6r,(4/? -T-i), 

■l""    a=I.  X(277Z)  =12^,0»), 

■:)°  a  >  2,       N(4m)         =    8r,  ('/??),  '^{'l'-^m)    =i\l^{m)      (A^o). 

Les  deux  premières  formules  peuvent  se  réunir  en  une  seule 

r  '-^n 

X(/;/  )  =  2  [2  -^  (  —  i)  -   J  !,  (m). 

XXV.  Le  nombre  X(2*77Z  j  des  solutions  de  V équation 

(d)  'i^m  =  X-  -\-  4j'  -^  4;=  -^  [6/- 

csl  nul  quand  y.  =  1  et  quand,  a  ^'7rt/z/  nul,  le  nombre  m  est  de  la 
forme  [\n  -f-  3.  Dans  les  autres  cas,  ce  nombre  est  exprimé  par  les 
formules  suivantes 

N('4/7  4-1)  =  :.('  \n  +  1)4-  I(-  i)~i. 
\|  U4/'  +  3)]  =   2:,(  ',//  -^  3  ).        \[4(4/'  ^  i)l  =  g:,(4/7 -H  1), 

X('8m)  =I2":,(/7M.  X(l6/7/)  r=8r,(/7i), 

X  (  2'"  =  777  )  =2  'i  :  ,  (  777  (  }.  >  O  ) . 
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La  seconde  et  la  troisième  formule  sont  réunies  en  la  suivante  : 

r  /«— 1  ~ 

^{'^m)  =  -lY^  +  ( -  l'y   y:,( m). 

55.  La  forme  quaternaire 

(D')  x--^iy-'-\-\z-^d>t' 

peut  représenter  tous  les  nombres  entiers.  Le  nombre  ISÇ-r^m)  des  re- 
présentations crun  noml)re  pair  par  cette  forme  est  déterminé  par  le 
théorème  XXII  (n''  29),  car  ce  nombre  est  évidemment  éji^al  à  celui  des 
solutions  de  l'équation 

1^-^  ni  =y-  -h  ix\-\-  iz-  -\-  4/"; 

il  est  égal  à  2^Ç,(m),  ^Zf(m),  8w,(/;/)  ou  24v,(/^z)  suivant  cpie  a  est 
égal  à  I ,  à  2,  à  3  ou  qu'il  est  ^  3.  Quand  a  est  nul  et  que  m  =  ^n  -h  3. 
le  nombre  X(  V^  +  ^)  c^t  exprimé  par  la  formule  (n'^  19) 

X(4/i  -t-  3  =  .r2+  2/2-1-  43-+  8/-)  =  r,(4/^  +  3). 

Il  nous  reste  à  déterminer  le  nombre  ^(m)  dans  le  cas  où  /n  est  de  la 
forme  f^n  -\-  i.  Il  est  évidemment  égal  à  celui  des  solutions  de  l'équa- 
tion 

(o)  ^n-h  1  =  x--h  ^y--\-Sz--+- St'\ 

où  le  nombre  j^  est  pair  ou  impair  en  môme  temps  que  //.  Or  ré(pialioii 

8/  +  I  =  ./;-+  8/-+  8r-+  t6/- 
est  équivalente  à  la  suivante 

(d)  8/-4- I  =  j;-+ 4/>'  + 4^"-M^^'; 

car  la  congruence  relative  au  module  8  exige  que  Ton  ail 

p  -\-  q^E£0         (mod2), 
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de  sorte  que  l'on  peut  poser 

De  plus,  nous  avons  trouvé  que  le  nombre  des  solutions  de  la  dernière 
équation  est  exprimé  par  la  formule  (n"  51) 

i-l 

^(8f  -^  i  =  X-  ^  ^y-  ^  ^z'  -h  ïGf- )  =  ':,(Sl  ^  i)  ^  1(~  i)  '  i. 

Cette  formule  exprime  donc  aussi  le  nombre  des  solutions  de  Téqua- 
tion  (o)  dans  le  cas  où  le  nombre  n  est  pair. 

54.   Quand  n  est  impair,  le  nombre 

X-  4-  4  J'  =  J^i  1 

est  de  la  forme  8A-f-  5,  et  le  nombre  de  ses  représentations  par  les 
deux  formes  (f.  G,  4),  (4?  2,  5)  est  le  même,  il  est  égal  à  2p(/7?,  ).  De 
même,  la  différence  m  —  m^  ^  2' m.,  étant  multiple  de  8,  le  nombre 
4p(/7?2)  exprime  indifféremment  le  nombre  des  représentations  de 
'l'/n.y  par  la  forme  (4,  o,  4)  ou  par  la  forme  (8,  o,  8).  Il  résulte  de  là 
([uc  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  (  g  )  est  le  même  que  celui  des 
solutions  de  Téqualion 

8 A-  +  5  =  4x=  -h  4x7  +  5j-  -h  ^z-  +  4/-. 

Or  on  déduit  des  deux  formules  du  n^ol 

N(8A-  +  5  =:  4j;2^  4xx  +  5/-  +  4^2  +  4^2^ 

=  ':,(sk  +  3)-z(-ij'^i. 

Le  nombre  clierclié  dt^s  solutions  de  l'équation  (0)  est  donc  exprimé 
pai cette  même  formule.  On  réunit  les  trois  formules  obtenues,  dans 
li'qiiation  suivante 

m'—l  i-l 

\(m=x-'^'2y--h'iz-'-i-^r-)  =  'C,(m)-^(-j)   «    S(_  i)  w", 

|)()iirvu  (pie  Ton  convienne  de  réduire  à  zéro  la  somme  1  lorsque  Téqua- 
lion 

n/  =  i'-  -+-  4. s- 
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est  impossible.  De  plus,  le  nombre 

élant  égal  à  i  ou  à  -  i,  suivant  que  m  est  de  la  forme  <S/  4-  r  ou  de  la 
forme  8/+  5,  on  retrouve  les  formules  démontrées  directement  pour 

ces  deux  cas. 

Les  résultats  obtenus  dans  ce  numéro  et  dans  le  précédent  nous  don- 
nent le  tliéorème  énoncé  par  Liouville  dans  son  Journal  (2^  série,  t.  Vil, 
p.  409)  : 

XXVI.  Soit  N  le  nombre-  des  solutions  de  l'équation 
(  D' )  fi  =  X-  -h  iy-  +  4  - '  ^  '^  f'  ■ 

Pour  les  valeurs  paires  de  n,  on  a 

suivant  que  l'on  a 

n^^im,  /î  =  4w,  n--=^nu  ou  n='i'n>,  2'''>8. 

Pour  les  valeurs  impaires  n  =  m,  il  faut  ajouter  la  fonction 

où  le  signe  I  indique  une  somme  dont  les  éléments  correspondent  à 
toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  i  qui  satisfont  à  l'équation 

m  =  /"-H-  '{S-, 

dans  laquelle  s  est  un  entier,  positif ,  négatif  ou  nul.  On  a 

N  =  u,(w)         si         ///  =  4/-+-3. 

Journ.  de  Math.  {\'  série),  tome  VI.  -  Tasc.  I,   1889.  / 
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55.  Les  théorèmes  XXIV  et  XXVI  donnent  immédiatement  le  nom- 
bre N(2°'/;/)  des  solutions  de  l'équation 

2^ m  =  X-  -\- y-  -\-  2  :•-  4-  8 /-  ; 

car,  ainsi  que  Liouville  Ta  indiqué  lui-même  (^Journal  de  Mathéma- 
tiques, 1^  série,  t.  VII,  p.  i55),  si  a  =  o,  on  a 

X (m)  =  2  X(m  =  X-  +  4/-  -+-  2  r-  -f-  8 /- ), 

puisque  dans  la  dernière  forme  on  fixe  au  second  terme  le  carré  pair 
({ui,  dans  l'équation  proposée,  peut  être  placé  au  premier  ou  au  second 
lonuc. 

f^orsque  a  est  >  o,  la  somme  des  deux  premiers  carrés  est  un  nombre 
pair,  ainsi  que  leur  différence;  on  peut  donc  poser 

x+y  =  2/),  x-y=iq,  x- -\- y^- =  2{p- +  q-), 

et  ramener  Téquation  proposée  à  la  suivante 

2*- '  m  =  p-  -h  q-  -{-  z-  -\-  4  /- 

dont  le  nombre  des  solutions  est  déterminé  par  le  théorème  XXIV. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

XXVII.   Le  lîombre  ^{2^ m)  des  solutions  de  V équation 

■f m  =^---f-y--H  2^^-+-8/- 
est  exprimé,  suivant  les  imleurs  de  a,  par  les  formules  suivantes  : 
I  "  a  =  o  : 

m'-~  I  (  — 1      1 

Mm)=i    'C,(m)  +  (-0    '    I(-i)~/J; 

m  =  i-  -h  4 '5%         ^  ><^; 
'^"  a  =  1 ,  2  : 

'S(2m)=7.\2-h(-  0^']r,(/;?);  N(4//^)=  i2r, (//?): 
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3«  a>3  : 

X(8/y^;=8r,(/;0,         ^i-i'-'m  )=  o^'C.im),         a>o. 

06.   Le  nombre  des  solutions  de  Téqnation 

n'-'rti  =  X-  -\- y-  +  4-'-<-  i^^" 

est  double  de  celui  des  solutions  de  Téquation 

(^d)  i^m  =  x^  +  \y-  ^  'az-^  16/-, 

lorsque  a  est  nul.  Quand  a  est  positif,  la  somme  x -^  y  est  paire,  de 
sorte  que  Ton  peut  poser 

X  -hy  =  ip,  X  —y  =  iq,  x-  +  y-  =  ip-  ^  2 q- 

et  ramener  l'équation  à  la  suivante 

2*"'  m  =  p-  -i-  q-  -T-  2. z-  -h  8/-, 

dont  nous  venons  de  déterminer  le  nombre  des  solutions.  On  déduit 
donc  des  deux  théorèmes  XX Y  et  XX^  II  le  suivant  : 

XXVIII.  Si  l'on  désigne  par  \  /c  nomb/c  des  solutions  de  l'équa- 
tion 

2*/??  =ix-  -^ y-  -h  'i^-  +  r6/-, 

on  a,  suiiant  les  valeuis  de  a.  les  formules  suivantes  : 

i^  a  =  o  : 


X  =  o  si  n/  =  \n  ^3.  X  ;=:  2'l,(nt  )-\-  2l('—  1  )  ' 

//i  =  \/i  —  i  =  i-  -h  46'-,  /  >  o  ; 


2"  a  =  I 


x^-r.rww-r-i)  *  i(-i)  '  / 
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3"  a  =  2,3: 

X(4,;0=2[2-4-(-i)''^']r,(/;0,  N(8m)=i2r,(m); 

4"  a>4, 

57.   Les  deux  formes  quaternaires 

x---hy--{-  Sz--h  St-,         X-  +  4/-  +  Sz'--h  8/-, 

dont  Liouville  sest  occupé  dans  le  septième  \olume  de  son  Journal 
(p.  loc)  et  p.  ii3)ne  peuvent  représenter  que  des  nombres  pairs  ou 
des  nombres  impairs  de  la  forme  l\l-+-i.  Un  nombre  i^m  multiple 
de  4  esit  représenté  par  chacune  de  ces  deux  formes  un  nombre  de  fois 
égal  à  celui  des  solutions  de  Térjuation 

2*"- /y?  =  ./■;' -h  j--; -h  2  ;"- +  2 /- ; 

ce  nombre  (XIX,  n"  26)  est  égal  à  4d  (^'0'  *^^i  ("^)^  -^"^i  (''0  suivant 
que  a  est  égal  à  2,  3  ou  qu'il  est  >>  3. 

Si  a  =  I,  le  nombre  2. m  ne  peut  pas  être  représenté  par  la  deuxième 
forme;  il  est  représenté  par  la  première  un  nombre  de  fois  égal  à  celui 
des  solutions  de  Féquation 


m 


=  p-+q--h^z-^^t-\ 


ce  nombre  est  égal  à  o  ou  à  4Ç,(m)  suivant  que  m  est  de  la  forme 
4  //  H-  3  ou  de  la  forme  4  ff  -h  \ . 

Quand  2*w  =  4'^+  ^  ■>  1^'  nombre  des  représentations  par  la  pre- 
mièrf  forme  est  double  de  celui  des  représentations  par  la  deuxième, 
cai-  dans  celle-ci  le  terme  impair  est  le  premier,  tandis  que  dans  la 
|»i(iiiiric  il  peut  être  pris  indilléremment  pour  premier  ou  pour  second 
IfMinc  11  nous  suffit  donc  de  déterminer  le  nombre  des  solullonsde  Té- 
(|nalion 

(o)  ',„  +  ,  =  x2^4j2^8r-H- 8/-. 
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D'après  les  résultats  obtenus  plus  haut  (n"^  53,  54-^,  le  nombre  est 

exprimé  par  Ifi  forjnule 

i-  I 

4 //  H-  I  =  r  -h  /j.s-,  /  >  o. 

XXIX.  Si  nous  désiiinons  respcclUeinenl  par  \(-?'^i)t)  cl  par 
d~:>{i^in)  les  nombres  des  solutions  des  deux  équations 

-i^nt  =  x-^y-  +83--^  8/-.  'i^ni  =  x-  +  \y-  —  8 r-  —  8/-. 

çc".?  nombj-es  sont  détermines  par  les  formules  suiKanlrs  : 

\'  a  =  o  : 

X(4/ï  -f-  3j  =  Ob(4''  -{-3)  =  o, 

X(  j/'  ^  i)=  2Xf4/<  ^  i')=  2|r,r4//  ^  D  — (■-  I  /'!(  -  I  p^/    : 

2"   a  1=  I  : 

,X,(2/y/)— o,  X(8/?^G)  =  o,  X(8/^ -r- 2)=  4"C,(4// —  i): 

3"  a>2  : 

X"(4wj  =  ,:)l,(4/;/j=  V^,  (///;.  X78/><  )=  Ob(8///)=  8'^,  (/;/), 

X(i>'--'//?;=  x(2''~*//<;  =  24"C,(/y/,),         (À  =  <>)- 

58.  La  forme  x'-  -\- y-  -{-  z-  -{-  liSt-  peut  représenter  tous  les  nom- 
bres, excepté  ceux  qui  sont  renfermés  clans  la  formule  8/  -f-  ~ .  I/('qna- 
lion 

■1^  nt  =  ./;-  -\- y''  -t-  --  -4-  i()/- 

se  ramène  à  la  suivante 

2^  -w  =x]-^y\  -\-  z\^  \t\ 

([uancl  a  est  égal  ou  supérieur  à  2;  1<'  nombre  de  ses  s<»lullons  <'sl  alors 
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déterminé  par  le  théorème  XXI\  (n"  52).  Quand  a  =  i,  un  seul  des 
trois  nombres  x^y,  z  est  pair  et  les  deux  autres,  impairs;  on  réduit  à 
son  tiers  le  nombre  des  solutions  en  fixant  au  troisième  terme  celui 
des  trois  carrés  qui  est  pair;  on  a 

\(2/;/=.ï-^+j--f-r--4-i6/2)=3X(2/r/=;r--H/=-h4;-  +  i6/=). 

Le  dernier  nombre  est  déterminé  par  le  théorème  XXVIIl,  de  sorte 
que,  en  désignant  par  X(2"/??)  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 
proposée,  on  a 

m'-—i  /— I 

X(2m)  =  6r,(/7z)-f-G(-0    '    l(—i)'i, 

/??  =  /--}- 4, ç-,  (/>>o). 

Quand  a  =  o  et  que  m  =  8/  -h  3,  les  trois  nombres  x,  j',  ::  sont  im- 
pairs ;  on  a  (  n°  52  ) 

X(H^  +  3)=X(8/-i-3  =  ^^+/-'  +  ^^4-4/^)=2r,(8/  +  3), 

car  la  dernière  forme  donne  la  conj^ruence 

3  =  3+4/^         (mod.  8), 

d'où  Ton  conclut  que  t  est  pair  et  que  l'équation  ne  diffère  pas  de  la 
proposée. 

Si  l  ou  a  a  =  o  et  /;«  =  4^  H-  1 7  un  seul  des  trois  nombres  x,  y,  z  est 
impair  et  les  deux  autres,  pairs;  en  fixant  au  premier  terme  le  carré 
impair,  on  réduit  le  nombre  des  solutions  à  son  tiers;  on  a 

.\(4/  -h  i)  =  3N(4/  -h  I  =  X-  -h  4/^  +  4 z-  4-  iG/-). 

Le  dernier  uoudjre  a  été  exprimé  (n"  52)  par  la  formule 

'C,(V^  +  i)  +  :i(-  i)  '  i,         4/ï4-T  =  r'H-4.s2,         />,,; 
JMi   réunissant   ces   diverses   conclusions,    on  obtient   le   ihéoirmc 
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énoncé  par  Liouvillc  dans  le  septième  Volume  de  la  deuxième  série  de 
son  Journal  f38)  : 

XXX.   Le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

2* m  =  ./;-  -i~ y''  ■+-  :■'  -+-  iC) t'- 
est égal  à 

i-  1 

3u,  (/7z)-i- 3I!(  —  i)  '  /,     à     •ïi^(nl)     ou  à     o, 

quand  n^ni  est  de  la  forme  [\n  +  \^  8/i  -h  3  ow  8/^  -(-  7.  Pour  les 
valeurs  paires  de  -i^m,  on  a 

m-— 1  (—1 

\{im)=i:i\,{m)^(i{-  \)~^l(-j)~i: 

r  --'  1 

X(4/7/)=2[2  +  (— i;  ^    yC,(m),  \(Sm)=^2''^,(m), 

N(i6m)=8''^,(m),         ^(i''^'m)=  24':, (w),  A>o. 

59.   Posons,  pour  abréger, 

ax'-  -i-  by'  H-  cz'-  -+-  dt-  =  {a,  b,  c,  d ). 

Parmi  les  formes  de  ce  genre  étudiées  par  Liouvillc,  il  en  reste  six 

(i,  I,  iG,  iG;,     (i,  4,  iG,  iG),     (i,  iG,  iG,  iG), 
(1,2,  2,  iG),     (1,8,  8,  iG),     (1,2,8,16) 

dont  la  théorie  n'exige  que  les  deux  fonctions  numériques 

l,{m),     I(- I)  -  /,  m=i'-^\s-,         (i>o). 

La  recherche  des  nombres  des  représentations  d'un  nombre  pair 
par  ces  formes  se  ramène  aisément  aux  théorèmes  démontrés  ci-dessus; 
c'est  pourquoi  nous  considérons  d'abord  les  nombres  impairs  qu'elles 
peuvent  représenter.  Les  quatre  formes  (1,1,  iG,  iG),  (i,  \.  iG,  iG) 
et(i,8,8,  iG)  ne  peuvent  représenter  aucun  nombre  de  la  forme 
!\n  4-  3.  Les  deux  formes  (i,  iG,  iG,  iG)  et  (i,  8,  8,  iG)  ne  peuvent 
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représenter  aucun  nombre  de  Tune  des  formes  4'^  +  3,  8/?  4-  5  ;  enfin 
les  deux  formes  (i,  2,  2,  iG),  (i,  2,  8,  iG)  ne  peuvent  représenter 
aucun  nombre  de  la  forme  8/-f-  7. 

Le  nombre  des  représentations  d'un  nombre  /??  =  8  /  H-  i  par  cbacune 
des  deux  formes  (i,  4,  iG,  16),  (i,  iG,  iG,  iG)  estle  même,  car  dans  la 
première  forme  la  deuxième  indéterminée  est  nécessairement  paire.  Ce 
nombre  est  la  moitié  de  celui  des  représentations  de  m  par  la  forme 
(i,  I,  iG,  iG).  Si  donc  nous  désignons  par\(;7?)ct  par  DX,(ni)  les  nom- 
bres des  solutions  des  deux  équations 

(a)  m  =  X- ^      )-- -h  iG::- -h  iG/-, 

(Ji)  /// =  .r--MG/--f- iG:;'--i- iG/-, 

on  a 

N(8/i  -\-  I  )  —  20b(  8//  -H  I);         -\(4'^  -f-  3)=  r^{l\n  +  3)=  o. 

Désignons  encore  par  X,(/;/)  le  nombre  de  celles  des  représentations 
de  m  par  la  forme  (1 ,  8,  8,  16)  dans  lesquelles  la  somme  du  deuxième 
et  du  troisième  carré  est  un  nombre  impair.  Le  nombre  de  celles  où 
la  même  somme  est  paire  est  égal  à  3l,(7n),  et,  conséquemment,  on  a 

N(m=x--h  87-+  8r-+  16/=)  =  e)b(/??)+  X,(w)i 

car,  dans  l'équation 

(7)  m  =  S/.-hi  =  x'--+-  8y-  +  Sz-  +  iG/% 

la  somme  des  deux  carrés^-  -f-  z-  est  nécessairement  paire  ou  impaire, 
cl.  lorsqu'elle  est  pair(\  la  substitution 

y-+-z  =  'ip,         y-^  =  2^,         y-  +  r-'  =  2//-  +  -iff 
ramène  l'érjualion  (y)  à  Téquation  Ç^). 

iO.  Nous  remarquerons  d'abord  ({ue  IV^piation  (7)  ne  diffère  de 
l'équation 

(t)  ///  =  8 / -h  î  =  X-  -h  4 II-  -f-  8/=  +  8  r= 
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qu'en  ce  que  l'on  y  pose  u  =  2f,  ce  qui  esl  bien  permis,  puisque  dans 
la  dernière  équation  le  nombre  u  est  nécessairement  pair.  On  a  donc 

rn«  57) 

r- t 

77?  =  8  /  +  I  =  r  -h  4*^)  ^  ^  o. 

Nous  avons  ainsi  une  première  relation  entre  les  deux  nombres 
x(/7?),  X,(w).  Pour  en  obtenir  une  seconde,  nous  aurons  recours  à  la 
forme  (i,  4^  4?  4)  dont  nous  nous  sommes  occupés  plus  haut  (n°  50j. 
Les  solutions  de  Féquation 

{e)  m  =  8/+i  =  .r-4-47'+  4-'  +  4'' 

se  partagent  en  deux  groupes,  dont  l'un  renferme  celles  où  les  trois 
nombres  j^,  r,  /  sont  pairs,  et  l'autre,  celles  où  deux  de  ces  trois  nom- 
bres sont  impairs  et  l'autre,  pair;  on  déduit  en  effet  de  l'équation  (c) 
la  conffruence 

o^^"  -\-  z"^  -\-  t^         f  mod  2) 


'&' 


qui  exclut  toute  autre  hypothèse.  Le  nombre  des  solutions  du  premier 
groupe  est  égal  à.x(//?);  celui  des  solutions  du  second  groupe  est 
égala  3>., (m);  d'abord  il  est  le  triple  du  nombre  des  solutions  de 
l'équation 

(c')  m  =  8/  H-  I  =  x-  -f-  A}''  +  4  -■  +  '<)/", 

<jui  vérifient  la  condition  j^'^ir^  i(mod  2).  Or  la  substitution 

y^z  =  ip,         y  —  z  =  iq,         p^q  =  y  =  i  (n\oà  2) 

ramène  ces  solutions  11  celles   de  l'équation  (y)    dans    lesquelles  la   * 
somme  de  la  deuxième  et  de  la  troisième  indéterminée  est  un  nombre» 
impair. 

D'ailleurs,  nous  avons  trouvé  (n"50)  que  le  nombre  des  solutions  de 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  lome  VI.  —  Fasc.  I,  1890.  o 
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réquation  (e)  est  égal  à  2  w,  (m).  On  a  donc 

dUm)-^    N,  (/??)=^,  (/??)  + I(— i)  '  ;; 
on  en  déduit 

jii(m)=  N(''^  =x--i-  i6j''+  i6r=-+-  16?-)  =  K)('^0  +  l^(—  0  '  ^5 
\,(/7i)=  2\'(/^^  =  X-+  87-+  iGj=4-  32^=) 

L'accent  de  ?s',  dans  la  dernière  formule,  rappelle  la  restriction 
}=i  (mod  2). 

41.  Le  nombre  des  solutions  de  Féquation 

,7?  z=  8  /  -h  5  =  .t'  4-  4/'  -t-  I  G^=  4-1 G  ;2 

se  déduit  aisément  de  celui  des  solutions  de  l'équation 

/7z  =  8/  +  5  =  x=  +  4/2  _^  4^2  4-  iGr^  ; 

car  dans  la  dernière  équation  Tun  des  deux  nombres  y,  z  est  impair,  et 
l'autre,  j)air;  en  fixant  au  troisième  terme  celui  qui  est  pair,  on  réduit 
de  moitié  le  nombre  des  solutions.  On  a  donc  (n^  51) 

\(8/4-  5  =x=^+4j'2-i-iG.-2  +  iG/2) 
=  ^N(8/-+-  5  =  X-  4-  47'  H-  4-'  4-  1(3/-) 

=  ^C,(8/4-5)4-i2(-i)^i. 

Les  deux  théorèmes  obtenus  dans  ce  numéro  et  dans  le  précédent 
relativement  à  la  forme  (i,  4,  iG,  16)  peuvent  s'exprimer  par  une  seule 
formule 

\(m  =  ./;'  4-  4/'  -+-  iGj-  4-  iGr-) 

=  ir,(m)+^[2  4-(-i)'^]l(-i)'n, 
m  =r  4-  45-,  /  >  o. 
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42.  Les  nombres  impairs  représentés  par  les  deux  formes 

(l,  2,   2,    l6),        (l,   2,   8,    l6) 

peuvent  être  compris  dans  les  trois  formules  8/h-i,8/+3,  8/h-5. 
Quand  m  =  8/  +  i  les  deux  formes  se  ramènent  à  la  suivante  : 

m  =  8/  -f- 1  =  X--+-  8j^+  8^-4-  i6t-. 

On  déduit  donc  de  la  formule  donnée  ci-dessus  (n*'  40) 

N(8/-}-i  =  x-4-  27=+  2:j'-i-  16;-) 
=  N(8/-hi  =  .r-H- 27-  + 8::-+ 16/-) 

=  (:,(8/  +  i)+i(-i)'"^i. 

Quand  w  =  8/  h-  3,  l'un  des  deux  nombres  y,  z  est  pair  et  l'autre, 
impair,  dans  la  formule 

m  =  81  -+-  3:=  X- -{-  2.y-  -h  2.Z-  -h  16^-. 

On  réduit  de  moitié  le  nombre  des  solutions  en  fixant  au  troisième 
terme  celui  des  deux  nombres  j^,  z  qui  est  pair.  On  a  donc 

N(8/  4-  3  =  X--  +  27-  4-  2^-  4- 16/-) 

=  2N(8/4-  3=  ^•-+  27-  4-  8z'-^iGi'). 

Or  le  dernier  nombre  se  déduit  immédiatement  du  théorème  XW  I 
(iV  54)  concernant  la  forme  (i,  2,  4>  8);  car  l'équation 

8  /  4-  3  =  X-  4-  27-  4-  4  u'-h  8z'- 

exige  que    11   soit   pair;   posant  donc   u  =  il,  on  obtient   la   forme 
(r,  2,  8,  16).  On  a,  par  conséquent, 

N(8/4-3  =  ./,--4-27=4-8^^H-iG/^)-=(:,(8/4-  3). 

45.  La  forme  (i,  2,  8, 16)  ne  peut  représenter  aucun  noml)re  compris 
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dans  la  formule  81 -h  5.  Quant  à  l'équation 

8/  +  ,5  =  x'-i-iy^^-iz''  -h  i6r-, 

elle  exige  que  les  deux  nombres  y,  z  soient  impairs.  On  peut  donc 
poser 

X  -^y=  ip,         X  —y  =  2.q,  x  =  p  -\-  q^i  (mod  2), 

ce  qui  ramène  Féquation  à  la  suivante 

8/+  5  =x-  -\-  ^p--\-^q--h  t6/-; 

il  est  inutile  cV ajouter  la  condition/?  -h  q^i  (mod  2),  parce  cju'elle 
est  nécessairement  remplie.  Le  nombre  8/4-5  est  ainsi  représenté  un 
même  nombre  de  fois  par  chacune  des  deux  formes  (i,  2,  2,  iG), 
(i,  4,  4^  i^)?  et  Ton  déduit  du  théorème  XXV  (n"  52)  que  ce  nombre 
est  exprimé  par  la  formule  suivante  : 

N(8/+5  =  .r2+27-+2j='H-iG^-)=(:,(8/-+-5)-i-2(-  i)^«. 

44.  Les  résultats  obtenus  nous  permettent  de  démontrer  aisément 
les  théorèmes  énoncés  par  Liouville  concernant  les  formes  considérées. 
Prenons  par  exemple  les  deux  équations 

2^  m  =  jy"  +    872  +    8  ^-  +  I G  /- , 
2*m  =  x-  4-  iG/-  -f-  iG;-  +  iGt-. 

Les  nombres  des  solutions  de  ces  équations  sont  déterminés  dans 
le  n"  40,  pour  le  cas  où,  a  étant  nul,  m  =.  8/h-  i.  Ces  nombres  sont 
nuls  (|iiand  a  =  i ,  et  aussi  quand  a  est  nul  et  que  m  est  de  Tune  des 
foiincs  [\n  -h  '^,  8/+  5.  Quand  a  est  égal  ou  supérieur  à  2,  les  équa- 
tions proposées  se  ramènent  respectivement  aux  deux  suivantes 

'i^'-m  =  x^  -h  -ly-  +  2  ^-  +  4  /-, 
2«  -  m  =  X-  +  \y-  -+-  4  z-  -+-  \i-, 

(loiil  la  ihéoric  a  été  faite  dans  les  n"*  29  et  50.  On  obtient  par  là  le 
ihéorèiMc  snivani,  (pie  Liouville  a  donné  dans  le  septième  Volume  de 

son  .lourMii!  (y.'"  s(''ri(',  |).  ']']). 
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XXXI.  Soit  X  le  nomb/'c  des  solutions  de  V équation 

n  =  -i^ni  =  x--h  iG(^^  +  ^-+  /■-). 
I"  X  =o  : 

si  n  =  \l  -^'^^         8 /  +  5,     !\i^i  ou  /j(4 /  4-  >; ; 

2"  /i  =  8  /  -h  I  : 

X  =  i[r,(m)4-  32(-  iy~i\         m  =  i- ^  \s\  />.>; 

x  =  2^,(,70; 

4°  a>3, 

x  =  o,      x-8r,(/70,      x  =  o'ji:,(,;,), 

suivant  que  l'on  a  a  =  3,  a  =  4?  y-  =  J- 

Liouville  a  éludié  la  forme  (i,  8,  8,  i6)  dans  le  Volume  cite  (p.  i3  ): 
il  énonce  les  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus  ci-dessus. 

43.   On  obtient  aussi  aisément  les  nombres  des  solutions  des  deux 
équations 

(a)  i^m=x''+   y--4-i6  3--M6/-, 

(p)  2'//?  =  x^  -h  4/' -h  16^2+16/-, 

dont  Liouville  s'est  occupé  dans  le  Volume  cité  (p.  1 17,  io5  ).  Si  1  On 
désigne  ces  deux  nombres  de  solutions  par  X(2°'/;?  )  et  par  yL(>/^/n  ). 
on  a  entre  eux  les  relations  suivantes  (  n"  39) 

N(4/i  -+-  M  =  20b(  4'<  ■+- 1),        X(4//  +  3)  =  Ob(4/'  -h  'U  =  <>. 

On  a  aussi  dXy(2ni  )  =  o  quand  a  =  i;  pour  les  valeurs  de  a  sup<''(i('uics 
à  I,  les  équations  proposées  se  ramènent  à  l'équation 

(D)  -2''-w  =  x--^  v--i-\z--i-!^t-. 
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<lont  le  nombre  des  solutions  est  déterminé  par  le  théorème  XXI 
('n''  28).  Il  reste  à  chercher  le  nombre  N(2/7i)  des  solutions  de  l'équa- 
tion 

om  =  x"" -^ y^ -^  i^z''  +  ibt- . 

f.es  deux  nombres  x,  y  étant  impairs,  on  peut  poser 

.r^y  =  ip,         x—y  =  iq,         x=p-\-q^i         (mod2); 

DU  ramène  ainsi  l'équation  proposée  à  la  suivante  : 

m  =p--hq--h  8j--h8/-. 
(  )ii  a  ainsi  (n"  57  ) 

\('2m)  =  o  ou  X(2W)  =  2  [!,(///;-}-(- l)    *    I(—  l)'/j", 

suivant  que  l'on  a.  m  =  ^l  -h  3  ou  7?i  =  !il  -h  i  =  i'  -^  4-^'  (^  >  o)- 
(^uant  au  nombre  3l.(4«  +  i)j  il  est  exprimé  (n°  41)  par  la  formule 

[w--l~|  <  -1 

2  +  (-l)^Jl(-l)-^    i, 

m  =  i^  +  ^s^  (/>o). 

Va\  réunissant  ces  résultats,  nous  obtenons  les  théorèmes  de  Liouville, 
énoncés  dans  les  deux  passages  cités  : 

XXXII.  Désignons  par  Db  le  nombre  des  solutions  de  V équation 

n  =  i^m  =  x^  -h  4y'-i-  i(i-^4-  i6/-. 
O//  a  y^  =  o  si  n  est  de  l'une  des  formes  4/  -t-  3,  4^  -^  2,  4(4^  +  3). 

0Ti  =  i[r,(m)  +  32(-i)^/J         si         w  =  8/-^I.         a  =  o, 
^^  =  i[^C,{ni)-^     V(^_j^^^-J  ^j         m  =  SI -h  5,  a  =  o. 

Pour  7.  ^=  1^  on  a 

2(L  =  !il,(m)         ou         c>ô  =  o, 
suivant  que  nt  =  \l  -\-  i  ou  \  /  -h  3. 
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Pour  a  ^  2,  on  a 

suivant  que  a  est  égal  à  3,  à  4,  o«  ^w'?7  e.s^  supérieur  à  4- 

XXXIII.   Désignons  par  N  Ze  nombre  des  solutions  de  l'équation 

n  =  i^m  =  X-  -k- y-  -\- 16^-+  16/- 

etparlL(—  i)'  i  une  somme  relative  aux  valeurs  entières  et  posi- 
tives de  i  qui  peuvent  figurer  dans  l'équation 

ni  =  i'-  -h  4<S"- 

Le  nombre  N  est  déterminé  par  les  formules  suivantes  : 

I  »  a  =  o  : 

m-—\  n  /—  I 

N  =  o      OU      N  =  'C,(/?2)+ [2  +  (- i)~^j2;(;-i)^/. 

suivant  que  m  est  de  la  forme  ^l  -+-  3  ou  de  la  forme  !\l  -{-  ^ . 
2"  a  =  i  : 

m'-i  (    1 

N  =  o         ou         N=  2r,(m)+2(-i)"^I(-T)  w", 
suivant  que  F  on  a  m  ^^  ^l  -h  i  ou  m  =  .\l  -\-  i . 
3«  a  =  2  : 

^T  =  o      ou      N  =  4'^.  ("0) 

suivant  que  m  =:^  ^  l  -h  3  ou  ![  l  -h  i . 
4°  a  >  3  : 

N  =  ^'Ç,(m),        N  =  8r,(w)        ou        y  =  -2.\:,(m). 

suivant  que  l'on  a  ce  =  3,  7.  =  ^,  7.>5. 
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46.  La  forme  (1,2,8,16)  ne  peut  représenter  que  des  nombres 
pairs  et  des  nombres  impairs  de  l'une  des  deux  formes  8/  +  i,  8/4-3. 
\ous  avons  trouvé  (n°  43)  que  le  nombre  des  représentations  d"uH 
nombre  impair  m  par  cette  forme  est  égal  à 

1—1 
ç,(m) -f-I(— i)  -  f     ou  à     ^Çi(m), 

suivant  que  m  est  de  la  forme  8/  +  i  ou  de  la  forme  8/  -h  3.  Pour  les 
nombres  pairs,  l'équation 

l'^ni  =  x-  -+-  2y'-  -h  8r-  -+- 16/^ 

('\ii;e  que  la  valeur  de  x  soit  paire;  elle  se  ramène  à  la  suivante 

2*~ '  m  =  y^  +  2ù7j  H-  4 -'  +  8  /'-^ . 

dont  le  nombre  des  solutions  est  déterminé  par  le  tbéorème  X\^  1 
(n«34). 

Nous  obtenons  ainsi  le  théorème  énoncé  par  Liouvillc  à  la  page  i53 
<hi  Volume  cité  : 

XXXIV.  Le  nombre  des  solutions  de  réquation 

n  =  l'^ni  =x2+  27-+8:j='-+-iG/- 

rst  exprimé,  suivant  les  cas,  par  V une  des  formules  suivantes  : 
i^  a  =  f )  : 

///  =z  8  /  H-  ■)     ou     8  /  H-  7 ,  \  =  o, 

m  =  8/^i      ou     8/4-3,  y  =  Z,(m)-hl(-iyi     ou     r,(m); 

2"  a  =  I  : 

"l'-i  1—1 

\  =  r,(///)4-(-i)  «    l(-i)'-i         ou         'S=.Z,(m), 

suivant  fjuc  m  ==  4  /  -(-  i  ou  '\l  -\-  3  ; 
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3"  a  >  2  : 

suivant  que  Von  a  a  =  2,  a  =  3,  a  =  '\  ou  a  ^  4- 

47.  l^a  forme  (i,  2,  2,  16)  peut  représenter  tous  les  nombres  entiers, 
excepté  les  nombres  impairs  de  la  forme  8/  -h  7.  Pour  les  autres  nom- 
bres impairs,  nous  avons  trouvé  (n**  43)  que  le  nombre  de  leurs  repré- 
sentations par  la  forme  (i,  2,  2,  t6)  est  égal  à 

r,  (/;/)-+- 2(- i)^/     si  w  = /2-4-4.Ç2      (/>o); 
à 

2(^1  (w)     si  w  =  8/  -h  3. 

Pour  les  nombres  pairs,  l'équation 

■i^m  =  X-  H-  iy-  4-  2«-  -f- 16/- 

se  ramène  à  la  suivante 

2*-' m  =y- +  r^ -i- 2.Î?; -H  8«% 

dont  le  noml^re  des  solutions  est  déterminé  par  le  théorème  X\\  Il 
(n%>o). 

En  réunissant  ces  résultats,  nous  obtenons  le  théorème  énoncé  par 
Liouville  à  la  page  iGi  du  Volume  cité  : 

XXXV.   Soit  N  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 

i^Tu  ^iz  X-  -\-  '2y-  -t-  2^"  H-  16/"; 

(—1 
désignons  par-  Z(  —  i  )  -  /  une  somme  dont  les  éléments  correspondent 
aux  diverses  solutions  de  l'équation 

m  =  r  -I-  4-?" 
en  nombres  entiers  /,  s,  le  premier,  positif,  et  le  second,  indifjérem- 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  VI.  —  Fasc.  I,  1890.  9 
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ment  positif ,  négatif  ou  nul.  Le  nombre  N  est  exprime,  sui^^ant  les 
cas,  par  les  formules  suivantes  : 
i"  a  =  o  : 

/-i 
N  =  (:,(m)  +  2(-i)~     si  m  =  4/+i, 

N  =  2(^1  (m)     si  m  =  SI  -h  3,         N  =  o     */  w  =  8 /  -h  7  ; 
o»  a  =  I  : 

.\  =  2[r,(m)  +  (-i)   '    Z{-i)'i\     si  m  =  ^l^i, 

N  =  2 (^,  (m )     5/  /??  =  4  ^  H-  3  ; 
3"  a  =  2  : 

N  =  2[2  +  (-i)'^](:.(m); 
',«  a  >  3  : 

N  =  i2r,(m),     8r,(772)     oî/     24r,(m), 

suivant  que  Von  a  ol  ^=  "i^  ol  ^=  i\  ou  a'^  4* 
48.   T^'emploi  de  la  fonction 

montre  (ju(3  Liouville  a  déduit  des  relations  entre  les  séries  elliptiques 
plusieurs  de  ses  théorèmes  relatifs  à  la  théorie  des  formes  quadratiques 
quaternaires.  On  peut  résoudre  les  mêmes  questions  avec  les  formules 
générales  données  dans  la  première  section;  mais,  au  lieu  de  la  somme 
relative  aux  valeurs  entières  et  positives  de  i  qui  figurent  dans  les  so- 
lutions de  ré(pialion 

m  =  i'-  -+-  \s', 

ou  trouve  une  autre  fonction  numérique  dont  le  calcul  est  plus  com- 
pliqué. l*our  Tobtenir,  on  décompose  le  double  du  nombre  impair  m 
en  deux  parties  impaires  et  positives 

(a)  im  =  m' -\-  m" \ 
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puis,  pour  chaque  décomposition,  on  calcule  pour  chacun  des  deux 
nombres  m',  m"  l'excès  du  nombre  des  diviseurs  iG/-i-  (i,  7)  sur  le 
nombre  des  diviseurs  16/  H-  (9,  i5),  et  Ton  désigne  ces  deux  nombres 
par  E^(//^'),  ¥.^{m")\  on  calcule  aussi  l'excès  ¥^^{111')  du  nombre  des 
diviseurs  iG/-h  (3,  5)  de  z?^' sur  le  nombre  des  diviseurs  i6/-h(  11,  i3); 
on  détermine  le  nombre  analogue  Eo(m");  enfin  on  forme  la  somme 

E,  {m')  E,  {m")  +  E,{m')  E,(m"), 

que  Ton  multiplie  par  ( —  i)  '  .La  somme  de  tous  les  produits  sem- 
blables qui  correspondent  aux  diverses  décompositions  de  ini  en  deux 
parties  impaires  et  positives  peut  remplacer,  dans  les  théorèmes  pré- 
cédents, la  fonction  introduite  par  les  formules  empruntées  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  Les  deux  fonctions  sont  reliées  entre  elles  par 
la  relation 

in-—l  i—\ 

=  (-i)  «  2(-ir /. 

On  abrège  le  calcul  de  la  première  fonction  en  observant  que 

E,(/?«)^o,  si  m  =  16/ -I- (ç),  i5), 

Eo(//?)  =  o,  si  /??  =  iG/ 4- (i,  7), 

E,  (/?/)=      E^(m),  si  /;/ =  iG/h- (3,  5), 

1^],  (/?/)  =  —  Y..,{m),  si  w  =  iG/ -h  (i  I,  i3). 

Pour  plusieurs  des  formes  quadratiques  précédentes,  Liouville  a  dis- 
tingué le  nombre  des  solutions  propres,  dans  lesquelles  le  plus  grantl 
diviseur  commun  des  quatre  indéterminées  est  égal  à  i.  II  a  fait  la 
même  distinction  pour  plusieurs  des  équations  dont  nous  avons  encore 
à  nous  occuper.  Le  mode  de  démonstration  étant  le  même  pour  toutes 
ces  équations,  il  est  avantageux  de  les  reprendre  ensemble  à  ce  point 
de  vue. 
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Remarques  sur  la   tlu'orie  générale  de  la  jii^urc 
des  planètes  ; 


Par    m.    HAMY 


Les  premières  recherches  réellement  importantes  sur  la  thc'oric  ina- 
ihéinalique  de  la  figure  des  planètes,  supposées  fluides  et  hétérogènes, 
datent  de  Tannée  où  Clairaut  puhlia  son  admirable  Livre  sur  la  figure  do 
la  Terre  (1743).  Tous  les  cfTorts  dépensés  postérieurement  par  les  géo- 
mètres, sur  ce  sujet,  ont  eu  pour  objet  la  vérification  et  Textension  des 
résultats  établis  dans  TOuvrage  de  Clairaut.  La  connaissance  du 
rapport  des  axes  du  globe  est  longtemps  restée  entourée  d'une  grande 
incertitude;  aussi  le  célèbre  analyste  ne  put-il  soumettre  ses  travaux  à 
un  contrôle  sérieux.  Du  temps  de  Laplace  on  attribuait  à  Taplalisse- 
ment  la  valeur  j^^,  en  se  fondant  sur  les  opérations  géodésiques  entre- 
prises en  vue  de  rétablissement  du  mètre.  Bessel  admettait  le  nombre 
^y  On  est  arrivé  tout  réceinmcuL  à  la  fraction  ~  qui,  d'après  M.  Fa  ve, 
présenterait  de  grandes  garanties  :  Terreur  commise  sur  le  dénomina- 
teur ne  dépasserait  guère  Tunité  (').  En  possession  de  données  détci- 
minées  avec  précision,  il  était  important  de  faire  sul)ir  un  contrôle  dc'cisif 
aux  idées  de  Clairaut.  C'est  ce  qu'ont  fait  successivement  ^L  lloche  (- ) 


(')  Faye,  Cours  (V Aslrononiie  de  l'Ecole  Polytechnique,  I'*"  Partie,  j».  002. 
(  -)  Mémoire  sur  l'état  intérieur  du  globe  terrestre  (  Mémoires  de  l'  Académie 
des  Sciences  de  Montpellier,  i.  X). 
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et  M.  Tisserand  (').  L'examen  des  principales  hypothèses  proposées 
jusqu'ici  pour  la  loi  des  densités  à  Fintérieur  de  la  Terre  a  conduit 
-M.  Tisserand  à  des  résultats  du  plus  haut  intérêt.  Toutes  ces  hypo- 
thèses, très  différentes  les  unes  des  autres,  s'accordent  entre  elles  pour 
laiic  prendre  des  valeurs  voisines  du  nombre  1,988  à  un  certain  rap- 
port I,  tandis  que  le  phénomène  de  la  précession  des  équinoxes,  base 
d'une  incontestable  solidité,  exigerait  1  =  1,955.  Voici  comment 
s'exprime  M.  Tisserand  en  présence  de  ce  désaccord  :  «  Il  semble  que 
les  conditions  imposées  aient  pour  effet  de  resserrer  la  valeur  de  I  entre 
deux  limites  très  voisines  :  c'est  ce  que  M.  Roche  paraît  avoir  remarqué 
le  [)remicr.  Il  reste  donc  à  trouver  une  loi  de  densité  donnant  pour  1  la 
valeur  observée,  ou  bien  à  prouver  que,  quelle  que  soit  la  loi  de  den- 
silé,  on  ne  pourra  établir  l'accord  cherché.  »  M.  Radau  (-),  puis 
M.  Poincaré  (')  ont  confirmé  cette  façon  de  penser.  Il  résulte  de  leurs 
travaux  que  I  est  compris  entre  des  limites  rapprochées,  toutes  deux 
notablement  supérieures  au  nombre  fourni  par  la  précession.  Au  sur- 
plus, M.  Callandreau  ('')  a  montré  dans  un  important  Mémoire  que  le 
désaccord  ne  peut  être  mis  sur  le  compte  des  termes  nég-ligés  dans  les 
a[)[)roximations,  et  a  étendu,  dans  une  Note  récente  (^),  les  résultats 
obtenus  par  INIM.  Radau  et  Poincaré  au  cas  où  la  densité  des  couches 
de  Ciairaut  varierait  d'une  façon  discontinue. 

(^et  ensemble  de  faits  prouve  que  la  constitution  interne  de  la  Terre, 
Iclle  qu'elle  a  été  envisagée  par  Ciairaut,  doit  subir  des  modifications, 
[)Mis(jueles  mesures  géodésiques  établissent  que  notre  globe  est  sensi- 
hh'Micnt  Hniité  par  un  ellipsoïde. 

I  )ans  CCS  conditions,  j'ai  pensé  qu'il  y  avait  lieu  de  mettre  en  lumière 
certains  faits  intimement  liés  à  la  nature  de  la  surface  qui  limite  les 
planètes  et  indépendants  de  toute  conjecture  sur  leur  constitution 
|)hysique.  Les  résultats  auxquels  je  suis  arrivé  auraient  pu  s'obtenir, 


(')   lldUeLiii  tislniiioinifjiic.  t,  I,  j).  \\-  et  'y>.i. 
C^)  Ibid.,  t.  II. 
(•')  IhitL,  t.  \  I. 

(*)  Mémnire  sur  la  Lhcorie  de  la  Jii^'urc  des  plam-les  {Annales  de  l'Ohscr- 
vatoire  de  Paris,  l.  \l\). 

(•"')  li  tille  tin  aslrononiitjae.  t.  \  I. 
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pour  la  pliiparl,  en  s'appuyant  sur  la  ihéoric  générale  du  poleiilid  d 
en  faisant  intervenir  les  résultats  de  Clairaut.  J'ai  procédé  d'une  fa(;<ui 
différente,  afin  d'établir  plusieurs  formules  utilisées  à  la  fin  du  présent 
travail  dans  l'étude  d'une  question  proposée  par  M.  Poincaré  (  '  ). 
Voici  l'exposé  sommaire  des  différents  articles  : 

INTRODUCTION. 

Paragraphes. 

I,  IT  et  III.  Analyse  des  Mémoires  de  Lioiiville  sur  les  fonctions  de  Lamé  (Jour- 
nal de  Mathématiques,  t.  XI). 
IV.  Calcul  de  quelques  fonctions  de  Lamé. 


CHAPITRE  I. 
ellipsoïde  a  trois  axes. 

1  et  H.         Potentiel  d'un  ellipsoïde  hétérogène  pour  un  point  extérieur. 
III  et  IV.    Potentiel  d'un  ellipsoïde  homogène.  Identité  de  la  formule  et  de  celle 
de  Dirichlet. 

V.  Propriété  des  polynômes  RMN  à  trois  variables  de  Lamé. 

VI.  Moments  d'inertie  d'un  ellipsoïde  hétérogène  relativement  à  ses  axes. 

Expression  de  deux  intégrales  de  la  forme 

///(MN)V/co. 

VIL  Ellipsoïde  hétérogène  animé  d'un  mouvement  de  rotation  et  dont   la 

surface  est  de  niveau.  Le  centre  de  gravité  est  au  centre  de  lellip- 
soïde.  Les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité  sont 
dirigés  suivant  les  axes  de  l'ellipsoïde. 

VIII.  Le  potentiel  extérieur  de  l'ellipsoïde  ne  dépend  que  des  données  su- 

perficielles (th.  de  Stockes).  Il  en  est  de  même  des  difTérences  deh 
moments  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité. 


CHAPITRE  II. 
ellipsoïde  de  révolution  aplati. 

I,  Potentiel  extérieur.  Moments  d'inertie. 

II.  Ellipsoïde  hétérogène  animé  d'un  mouvement  de  rotation  et    dont  la 


')   Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  1888,  i^-"  semestre. 


H 2  HAMY. 

l^aragraphes. 

surface  est  de  niveau.  Les  moments  d'inertie  équatoriaux  sont  égaux. 

—    s'exprime   au   moven   des   données  superficielles.   Gravité. 

Potentiel  extérieur. 
III.  Expression  de  la  pesanteur  à  la  surface  d'un  ellipsoïde  peu  aplati. 

Q \ 

|\  .  Expression  de  — — —  pour  une  planète  peu  aplatie. 

\  .  Expression  de  — j^ —  pour  une  planète  peu  aplatie. 

\  I.  Extension  d'un  théorème  de  M.  Stieltjes  donnant  une  limite  inférieure 

de  la  densité  au  centre  d'une  planète. 
\  11.  Potentiel  extérieur  d'une  planète. 

CHAPITRE  III. 

SLR    IN"    THÉORÈME    DE    M.    POINCARÉ. 

I.  Si  une  masse  hétérogène  solide  est  recouverte  de  deux  (luides  en  équi- 

libre, superposés  et  limités  par  des  ellipsoïdes,  ces  ellipsoïdes  sont 
homofocaux. 

11  et  m.  Discussion  des  équations  d'équilibre  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  à 
trois  axes. 

IV.  Discussion  des  écjuations  d'équilibre  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  de 

ré\olution  aplati.  La  masse  imaginée  par  M.  Poincaré  ne  peut 
exister  dans  le  système  planétaire.  Une  masse  fluide  en  équilibre 
ne  peut  être  composée  de  couches  ellipsoïdales  de  diflférentes  den- 
sités. 


INTRODUCTION. 


1.      —     CooilDONNÉES    ELLIPTIQUES. 

\j  (''(|iiali()ii 


('')  77-+-^ 


/>■'  t^—c' 
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OÙ  h  etc  désignent  deux  constantes  (b  <  r  >  et  /  un  [)aramètre  vaiialjle, 
définit  toutes  les  surfaces  du  second  ordre,  homofocales  entre  elles. 
(]es  surfaces  passent  au  nombre  de  trois  par  tout  point  {x^y,  z)  de 
l'espace,  où  elles  se  rencontrent  orthogonalenient,  lorsqu'on  donne  à  l^ 
des  valeurs  convenables  qui  sont  les  racines  de  l'équation  {i'),  du  troi- 
sième degré  en  /-,  séparées  comme  il  suil  : 

On  appelle  p,  a,  v  les  coordonnées  elliptiques  du  [)oint  (  ./•.  )\  z  ).  Les 
relations  entre  les  coefficients  et  les  racines 

(  p^  H-  [j.^^  +  V-  =  x-  -f- y^  -{-  z-  ^  h-  -^  r% 

(  i  )     <  p-  a-  -+-  p- V-  +  a-v-  r=  (  Z/2  +  c'')./:^  -+-  c'-y^  4-  b- z-  -+-  b- c'\ 
I  p^  UL-v"  =  b^  c-x'- 

conduisent  aux  formules  dont  on  se  sert  pour  passer  des  coordonnées 
rectangulaires  aux  coordonnées  elliptiques 

bcr  =  cuiv. 


b s'rJ  -  b-y  =  s?-  -  ^' \\»^  -  Ij- \ b'  -  v^ 


c  \c'-  —  b-  z  =  \  p-  —  t.-  \  (•'-  —  UL-  \r-  —  v""'  ; 

p  et  ijL  sont  des  quantités  positives  limitées  comme  il  vient  délre  dit; 
V  peut  prendre  toutes  les  valeurs  comprises  entre  —  ^  et  -h  ^  ;  les  radi- 
cauxy^^—  b',  \c-—  u.%  \/b-  —  v-  sont  tantôt  positifs,  tantôt  négatifs. 

Au  j)aramètre  p  correspond  un  ellipsoïde,  à  a  un  hyperboloïde  à  une 
nappe,  à  v  un  hyperboloïde  à  deux  nappes.  Dans  ce  système  de  coordon- 
nées, l'équation  p  =  const.  définit  un  ellipsoïde,  et  tous  les  ellipsoïdes 
qui  correspondent  à  des  valeurs  dilTérentes  de  la  constante  sont  homo- 
focaux. 

Considérons  l'ellipsoïde  de  paramètre  p 

p-         y  —  0'         p- —  c- 
Journ.  de  Malli.   (|°  série),  lonie  \L  —  l'asr.  I,  1890.  lO 


n4  IIAMY. 

et  un  point  m(z^  a,  v),  de  cette  surface.  Lioiiville  (^'  )  donne  les  for- 
mules suivantes  bien  simples  à  établir. 

La  portion  infiniment  petite  ds  de  la  normale  à  l'ellipsoïde  au  point 
(i,  UL,  V  ),  comprise  entre  rellipsoïde  (  p  )  et  rdlipsoïde  infiniment  voisin 
(p  H-  de,),  a  pour  valeur 

(  2  )  ds=  ^;        '    ^  L- dp. 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  cenlre  sur  le  plan 
langent  en  m  est 

Liouville  pose 


et  donne,  pour  la  valeur  de  Félément  c/co  de  surface  au  point 7?^. 


dbi  =  du.  dv 


(!■«■'— v-)v'?'—  I^'v'?'- 


On  voit  que  le  produit  /^/w  est  indépendant  de  p.  Liouville  fait 
remarquer  que  \ d^  peut  s'exprimer  par  un  élément  drs  de  surface 
sj)]iéri(pic  de  rayon  i  qui  décrit  toute  la  sphère  lorsque  rélément  c/to 
df'ciil  rellipsoïde. 

IL  —    Fonctions   de   L\me. 

Dans  ses  recherches  sur  l'équilibre  de  température  d'un  ellipsoïde, 
LaiiK'  a  considéré  des  fonctions  lîCc)  de  la  foi'mc  snivanlc 


w  =  VP"  - 1>'  p;..,     \\  =  sf~y'  {f^^  iv„ 


(')    Pi-.MnirMV  l.Pllr*'  -A  Blaiirl)et  [Journal  (tr    Mathrmalirinrs,  t.  M). 
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OÙ  P„,  P«_|.  P„_,,  l^/îij  dcsi^nont  des  polynômes  entiers  en  p  de  degré 
//,  //  —  !,/?  — -2.  fornu'S  de  Icnnes  de  mémo  jiarité.  Ces  fonctions  R  vé- 
rifient l'équation 

(  c-^  _  c'-)(c'-b-^)  ^  +  c(  2z'  -  ir-  -  c')  '-^  =  \n(n  ^  i  )  c=-  H]  11, 

et  c'est  de  là  dont  on  part  pour  calculer  de  proche  en  proche  les  coel- 
licients  des  polynômes  P  par  identification;  H  est  un  paramètre  con- 
stanl,  différent  pour  toutes  les  fonctions  11  relatives  à  un  même  enlii-r //. 
Dans  chaque  cas  particulier,  cette  constante  est  assujettie  à  vériher  les 
éfjuations  auxquelles  on  est  conduit  dans  la  recherche  de  la  valeur  do^ 
coefficienls  des  polvnômes  P. 

Lamé  a  montré  ([\\k  chaipie  entier//  correspondent  -iii  -i-  i  vah'ui's 
réelles  de  B  et  par  suite  in  -t-  \  foncliojL'^  R  ('  ).  A  la  vérité,  ces  fonc- 
tions R  ne  sont  ainsi  détermin^'es  cpià  un  facteur  constant  près.  On 
précise  leur  définition  en  convenant  de  pr<.'ndre  égal  à  l'unité  le  coefli- 
cient  de  la  plus  haute  puissance  de  p  dans  chacun  des  polynômes  P. 

A  la  fonction  R,  Liouville  (Mémoire  d(''jà  citt",  p.  222  )  a  joint  une 
autre  fonction  de  p  qui  satisfait  à  la  même  équation  diilV'rcntielle 

h  ==  (  2  //  -h  I  ) 


Il  /         "! • 

.7,      \\-\-/-—  b-\f—c'- 


Pour  toutes  les  valeurs  de  p  ^ '^'  liulégrale  a  un  sens,  Téqualion 
R  =  o  ayant  toutes  ses  racines  inférieures  à  c  (-  ). 

Nous  modiiierons  légèrement  la  fonction  de  Liouville,  afin  d<^  nous 
déharrasser  du  facteur  111 -\-i.  \ous  ])rendrons  j)Our  (h'iinition  di'  S 


r/p 


Outre  la  fonction  Pi,  Lamé  a  considéré  deux  autres  fonctions  M  et  \, 


(')  Voir  à  ce  sujet  le  Mémoire  de  M.  Poincaré,  Sur  l'équilibre  d'une  masse 
fluide  {Acta  Malhematica,  l.  VII,  p.  3oi  el  suiv.). 

(-)  LioiviLLE,  deuxième  Lettre  à  Bi.anciiet  {Journal  de  Matliématit/nes, 
t.Xl). 
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la  invmière  de  a  et  la  seconde  tle  v.  On  les  déduit  de  Rpar  le  cbange- 
Mieiil  respectif  de 

p,      vp'  —  ^'^      V?'"~  ^' 
en 


a,      va"^— ^%     Vc- —  a-      ou     v,      \b-  —  v-,      >Jc- 


V-. 


Lamé  a  établi  que  le  prodnitde  R  par  les  deux  fonctions  conjuguées 
AI  et  \,  //  =  RMN  vérifie  l'équation  de  Laplace 

d'-V        dm        à^ 
a.v-  (Jv^  az- 

Le  produit  SM\  de  Liouville  jouit  de  la  même  propriété.  En  outre, 
le  produit  RMN  de  trois  fonctions  conjuguées  quelconques  relatives  à 
un  entier  n  est  exprimable  en  un  polynôme  entier  en  x,  y,  z  de 
degré  /?. 

Nous  renvovons  pour  la  démonstration  de  tous  ces  résultats  aux 
Mémoires  de  T^iouville,  pour  ce  qui  regarde  la  fonction  S;  à  ceux  de 
Lamé  insérés  dans  le  t.  IV  du  Journal  de  Mathéwaliques  et  au  ('ours 
(l'Analyse  àc.  M.  Jordan,  III*'  A'olume,  où  les  travaux  de  Lamé  sont 
résumés. 

Nous  ferons  usage  dans  la  suite  de  quelques  propriétés  des  fonctions 
de  Lamé. 

A[)pelons  A  la  distance  de  deux  points  //i(p,  [Ji,  v)  et  /n'(p\  f^S'^'X 
floï  un  élément  de  surface  de  rellipsoïde  (p')  en  m'  et  considérons 
connue  appartenant  au  [)oint  /n  les  fonctions  S,  11,  M,  \  de  p,  ;j.,  v  et 
au  point  m'  les  fonctions  S',  R',  M',  \'  de  p',  a',  v';  /'  étant  la  (pianlih'' 

-^==L- — ,  définie  plus  baul,  on  a 


(r)  i      " 


'    r  r  /'Mrs'   ,  ,      ,    ^/oArv  •     ^    ' 

//    — -~d(M'=  \ûSl\^[^,         sip<p: 

I    ffL}}^M=l^rAV^M\,         sip>p'. 
(M'N),,  (^M'.N' )2   ({('signant  deux    produits  M'N'  quelcon((U(^s,  mais 
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distincts,  on  a 

(6)  ''        f  f  /'(M'V),(M'\'),<^/co'=o. 

Va\  parliciilior,  si  ruii  des  produits  M' \'  a  la  valeur  i  coiTCspondanl 
à  II  =  (), 

(7)  /  j    /M'\V/co'=o,      sauf  pour  M'N' =  r. 


T/inlégrale  /  j    /'OI'N' )'- ^/w'  est  positive  et  indépendante  de  s',  le 

produit  i cko  étant  positif  et  indépendant  de  p'. 

Les  démonstrations  de  ces  propriétés  données  dans  le  second  Mé- 
moire de  Liouville  déjà  cité  reposent  sur  un  mode  de  raisonnement 
analogue  à  celui  que  Ton  suit  pour  établir  la  formule  de  Green.  L"em- 
ploi  de  cette  formule  permettrait,  tout  en  conservant  la  marche  géné- 
rale adoptée  par  Liouville,  de  simplifier  très  nolahlement  son  ana- 
lyse. 

IIL 

Les  résultats  précédents  ne  peuvent  être  appliqués  directement  à 
Tellipsoïde  de  révolution  aplati  ou  allongé.  Ce  derniiM-  ne  présentant 
pas  d'intérêt  pour  notre  objet,  nous  nous  occuperons  seulement  de  Tel- 
lipsoïde  aplati  qui  correspond  à  ^  =  o.  b  cX  v  s"évanouissant  simulta- 
nément, la  position  d'un  point  sur  l'ellipsoïde  n'est  plus  définie.  Il 
faul  donc  modifier  la  définition  de  v. 

Avant  de  faire  ^  =  o,  posons 


V,  varie  entre  —  i  et  -h  1.  Nous  [)rendrons  comme  troisième  coordonnée 
ellipti(|ue  la  limite  de  v<  pour  h  =  o.  Les  formules  liant  su.v,  à  xvz 

sont 

p-  -h  a-  =  jï-  4-  >'-  -h  r-  -i-  r-. 


(8)  ^        fu?=c'{^x'+y'), 


C'X- 
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Remplaçons  de  même  v  par  bv,  dans  la  fonction  g^éncrale  X,  sup- 
primons autant  de  fois  que  possible  le  facteur  b,  faisons  ^  =:  o  et  rame- 
nons à  l'unité  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  v,.  La  fonc- 
tion de  V,  ainsi  obtenue  sera  notre  nouvelle  fonction  X,  dont  les 
propriétés  sont  bien  faciles  à  déduire  de  celles  de  la  fonction  ïiénérale. 

Les  expressions  de  R,  M,  N  correspondant  à  un  entier  n  sont  con- 
nues dans  le  cas  de  rdlipsoïde  de  révolution.  Dans  son  second  Mémoire, 
Liouvillc  s'est  occupé  de  rellipsoïde  allongé.  Ln  raisonnement  paral- 
lrl(^  au  sien  conduirait  au\  formules  suivantes  pour  IVllipsoub^  de  révo- 
lution aj)lati 


\{ 


M  = 


(c^-4-^^)^ 


>.  Il  y  X  II 


{c 


i) 


ci'-^"{c-—  q-y 


■i/i{'2  n 


\ 


\  = 


-.)...(/* 
i[i—i) 


I) 


././'- 


OU 


ou 


s? 


'I  =  \ 


<'0 


i{i-,){i-:i)(i 


3) 


I  .  îî  .  o  .  'l 


;"('-v;)^-.. 


\  I 


v;  ['v;- 


c{i 


■><'-^'v:-(.-v;) 


(('■ 


I  .2.5 

-i)...(/-4) 


\^~<y 


et  pour  /  =  o 


/>o, 


/>(), 


i\ 


/  rsl  ini  entier  qui  doit  recevoir  successivement  les  valeurs  o,  i, 
2,  . . .,  n.  A  chaque  entier  /  >  o  correspond  une  fonction  R,  une  fonc- 
tion M  et  deu\  fonctions  N;  pour  /  =  o,  on  n*a  qu'une  seule  valeur 
<le  .N,  égale  à  i. 

Les  fonctions  conjuguées  répondant  à  la  niènic  valeur  de  /,  on 
lron\e  2  n  -^  i  produits  MN  différents  (/)  pour  chaque  entier  /t. 


(')  Liouviiie  pose  v=r/>cos<{/  el  Irouve,  pour  la  fonction  i\,  N  =:  cost'I-  ou 
siiKij/ (<■  esl  (lénni  dans  le  texte).  Nous  avons  introduit  v,  pour  conserver  plus 
d"l)omogénéilé  dans  les  notations.  Ces  formules  ijénérales  ne  seront  d'ailleurs  pas 
Mlilisi'-es  dans  le  cours  du  présent  travail. 
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En  terminant  cet  aperçu  sommaire,  nous  rappellerons  un  important 
résultat. 

Toute  fonction  continue  ou  discontinue  de  a  et  de  v  peut  être  déve- 
loppée en  une  série  de  produits  MN  de  la  forme  1AM\,  où  A  désijiin- 
un  coefficient  indépendant  de  a  et  de  v. 

Pour  que  deux  séries  de  cette  nature  soient  identiques,  il  faut  (juf 
les  coefficients  des  mômes  produits  MN  soient  égaux. 


IV.    —    Calcul   de   quelques   fonctions   de   Lamé. 

La  fonction  (jui  correspond  à  /i  =  o  est  R  =  r . 

Il  y  a  trois  fonctions  11  correspondant  à  /i  =  i,  de  la  forme  1*,. 
l\  v'c*  —  b'-,  Po  y/p-  —  e-;  P,,  P„  sont  des  polynômes  formés  de  termes 
de  même  parité  d'un  degré  égal  à  leur  indice.  Les  fonctions  du  picin  ici- 
degré  sont  donc 

11  y  a  ciiKj  fondions  R  correspondant  à  n^^i.  KUes  sont  de  la 
forme 


Les  trois  dernières  formes  donnent  de  suite 


R  =  px  p^  -  b\  R  =  p^  p^  _  c\  R  =  V p^-^  b'^-sf-  c", 

et  la  première 

R  =  p^-A; 

A  étant  une  constante  à  di'terminer  à  Taide  de  PiMpiation  tpii  doit  de 
venir  identic[ue 

(  =  '  -  <-,)(==  -  b-)  ^  +  f  (20'  -  h'  -  C^)'^  =  ,  (i==  -   li  II!. 
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Substituant  notre  valeur  de  R, 

on  est  conduit  à 

Eliminant  B, 
( 9 )  '3  A-  -  2  (  h-  4-  c-  )  A  4-  Ir  c^  =  o . 

(^elte  é(|uation  définit  deux  valeurs  positives  de  A  inférieures  à  c-. 
Soient  Ir  la  plus  grande;  A-  la  plus  petite.  Les  deux  autres  fonctions  du 
second  det^ré  sont  c-  —  h'^  et  c^  —  A"-. 

Kn  résumé  : 

l^our  //  =  o, 

Pour  ^  =  i , 

R=P,  M  =  M-,  \  =  v, 


l!=V>'- 

-¥ 

1 

M 
M 
M 
M 
M 

M  =  vy-^% 

=  \o-  ~  V-, 

J\jiU'  n  =  y, 

~  C' 

M=^V^_    ;j.2. 

=  s  r'  —  V-  ; 

lv  =  ?sr-/-, 

=  !^s|J-'-^', 

'»  =  ?Vp'-6% 

=  !^V'''—  !^% 

N=vs7--v% 

R==p^-//S 
U  =  p=  -  A% 

=  V  u.^'  -  h'  V  (-  - 

=  u.-  —  A-, 

>"•' 

N=v^_A^ 

^^', 
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Eli  employant  les  fonnules  qui  lient  x,  _>',  :r  et  p,  a,  v,  on   tronv.î 


que 


(lO) 


pour  II  z=  r , 
R  =  p, 

on  a 

RM.\=i; 

H=Vp-^-//, 

mA^z=b\Jc'—h\y, 

f«=v/p--f-, 

^WS  —  C\!c-—lr:; 

1!  =  '-\'Ç''^—  b-, 

KSl^^b'-c^lc'—h-'xy 

H  =  p^V-c^ 

RMN  =  6c%'c2— //^^3, 

\\—s^l^i—h-S^lf—c\ 

m,\^=:bc{c'-b'-)Yz. 

R  =:  p2  _  A^  RMN  =b^'c^-a;^-+  h'  {.f'--hy--\-  z-^  /^--t-  c-) 

—  h-[{b^^c'-)a;''--^c\y'-+b'z-+b-c'']  —  h', 


Ellipsoïde  de  révolution  aplati. 

On  pourrait  faire  usage  des  formules  générales  données  plus  haut, 
mais  il  est  tout  aussi  simple  de  partir  des  expressions  qui  viennent 
d'être  établies.  Nous  remarquerons  à  cet  effet  que  pour  b  petit 

A-  =  ?^  +  des  termes  contenant  h'-  en  facteur, 
A2  —  —  -^  des  termes  contenant  h*  en  facteur. 

•2 

Apres  avoir  remplacé  h^  et  k-  par  ces  valeurs,  v  par  />v,  et  supprimé 
autant  de  fois  qu'il  s'y  trouve  le  facteur  b  dans  N,  nous  faisons  b  =  o 
et  ramenons  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  v,  à  l'unité. 
On  arrive  ainsi  à  ce  qui  suit  : 


Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  VI.  —   Fasc.  I,  1890. 


I  I 


(■') 
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R  =  I. 


N  =  I, 


RMN 


R  =  p, 

M  =  ;JL. 
M  =  a, 

N  =  V,. 

RMN  =  ex, 

R  =  P, 

N=V'i-vf. 
N  =  1, 

RMN  =  cy, 

R  =  vp'— f'- 

RMN  =cz: 

R  =  PS 

N  =  V,  V  I  — vj 
N  =  V,, 

.     RMN  =  c-  XV. 

R  =  pVp'  — c% 

M  =av'c-  — a% 

RMN  =c^xz. 

R  =  P'  —  ~  j 

M  =  \i-\c- —  a-, 

N  =:VI  —  Vf. 

RMN  =c=j-. 
RMN  =-^ 

Kaclcnr? 
constants  supprimés 

dans 
la  fonrlion  pcnérali- 


R  =  p', 


N  =v? 


RMN  =  -(x'—r'). 


f} 


b-. 
bc. 
bc. 


CHAPITRE  I 


POTENTIEL  DUN  ELLIPSOÏDE  HÉTÉROGÈNE  POUR  UN  POINT  EXTÉRIEUR. 


I. 


Soit  une  masse  liéléio^^ène  liiiiiLco  par  l'ellipsijïdc  K,  (  /ig.  i  ),  a^aiil 
pour  équation 

.r-  y'  :■'- 

C'.onsi(l(''ioiis  ICUipsoïdc  honiof'ocal  E',  do  paramètre  p',  et  désijji^uons 
par  p',  u.'.  v'  les  coordonnées  elliptiques  d'un  point  ///'.  placé  sui'  cette 
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surface,  par  rapport  à  l'ellipsoïde  E,.  Appelons  M'  et  \'  les  fonctions 
conjuguées  d'une  fonction  de  Lamé  quelconque  R'. 


Le  long"  de  E'  la  densité  o  est  une  fonction  de  u.'  et  v'  (jui  peut  être 
discontinue.  On  peut  néanmoins  la  développer  en  une  suite  de  pro- 
duits M'\',  comme  il  suit 


(12) 


1=V^'M'N', 


où  -JU'  ne  dépend  que  de  p'  et  où  /'  est  la  quantité  introduite  par  Lion- 
ville  ('!) 

l'= \ =■ 

La  portion  infiniment  petite  ds'  de  la  normale  à  l'élément  dbi'  de  la 
surface  E'  au  point  m\  comprise  entre  rdlipsoïde  (c')  et  l'ellipsoïde 
infiniment  voisin  (p  -\-  dp'),  a  pour  expression  (  2) 


d.s' 


d?' 


i  ^^'^zrj^^y^ 


Il  en  résulte  pour  la  masse  g  c/coV/.v'  du   cvlindi-c  droil  ('léiiiciilaiiN', 
ayani  poui'  hase  c/oj'  et  pour  hauteur  ds\  la  valeur  suivante  : 


(i3) 


rf.o' 


td'M 


Enfin,  A  désignant  la  distance  du  point  m'  an  j)oint  extérieur  attiré 
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(s,  a,  v),  le  potentiel  du  même  cylindre  infinitésimal  est 


do'  l'  (ho' 


Le  potentiel  d\  de  la  couche  hétérogène,  infiniment  mince,  renfer- 
mée entre  les  ellipsoïdes  liomofocaux(p'  )  et  (p'H-  fl^' )^  ^'en  déduit  par 
une  intégration  effectuée  tout  le  long  de  (p') 

.A-  =  '^'''  f  f  1  ^^. 

Remplaçant  -^,  par  son  développement  (  1 1>  ), 

,,.  dp'  ^      ,   /•  /•   /M'N'    .    , 

Le  point  attiré  est  (,'\t(''ri('ur  à  rdlipsoïde  dintégration;  nous  avous 
rapp(dé  (pir  Ion  a  aloi's 


//iJLA<fo=',^KSMN. 


eu  [)Osant 


Ainsi 


h' 


r/V  =  4zVsMN        ■^'''^'^' 


On  suppose  b  <^  c;  z'  est  donc  com[)ris  entre  c  et  p,.  Une  nouvelle 
iutégration  par  raj)port  à  z'  eouduil  linaiiMiirn!  à  fexjjrcssiou  g-éii<''rale 
suivante  du  pc^teulicl  : 
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II. 


VOII' 


L'intécralo    /  ,  qui  entre   dans  \,  peut  rece 

une  autre  forme. 

Étendons  à  tout  Tellipsoïde  l'intcgralc  /  /  /  II'-M'NV/m',  où  /Iw' 

représente  un  élément  de  masse  au  point  dont  les  coordonnées  ellip- 
tiques sont  c',  a',  v',  et  les  coordonnées  rectangulaires  x\  y\  z' . 
Nous  venons  de  voir  que  Fou  a  (i3) 

dm  =  —  -TTTT  /  «co  . 

Keniplacant  -^  par  son  développement  et  intégrant,  comiiK'  ])lus 
Iiaiil.  d'abord  le  long  de  E',  puis,  en  faisant  varier  c', 

/*  f  rR'WN'dm'=  f''^=^^^L==.  f  r  /'M'NWw'V-v'M A  . 

On  sait  (G)   et  (7)    que.  Tintégrale   /  f  (M'\),(}i\'\' )J'  doï  est 

nulle,  à  moins  que  les  produits  (M'X'),  et  (M'N')^  ne  soient  idcnllcjncs. 

Déplus,  Tintégrale   /  /  /'(M'N')- c/oj' est  une  constante  cpii  ne  dé|)(ii<l 

(pie  de  A  et  de  c,  puisque  le  produil  /'^/to'est  indépendant  de  c  .  (  )n 
[xMil  donc  éci'ire 

f         JJ^  X    Vf  "~ ''S  ?■'-'■' 

Telle  esl  rideiililé  ù  Iiiquello  nous  voulions  ai'river. 
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La  fouclloii   IV M  N    est  un  pol\noiiic  erilier  en  ./'y':^';  (////   peut 
èlre  remplacé  par  o  dv'  (ly  dz' .  de  sorle  que  Ton  a 


i  M)  ) 


l    f  f  j'WMXodxdydz 


■X'Kd'J 


riul(''j4"rale  triple  éLanl  étendue  à  tout  lellipsoïde  !'>,. 

Nous  ferons  de  suite  l'application  de  cette  formule  au  premier  coef- 
licieut  du  dévelo[)pement  de  V  pour  lequel  R' =  M' =  \'=  i.  Notre 
identité  devient,  en  appelant  a/^  le  premier  coefficient  du  développe- 
ment (  12)  de  -y^' 


Le  premier  membre  est  la  masse  OFl  de  lellipsoïde;  quant  à  Lin- 
té^a-ale  double  qui  figure  dans  le  second  membre,  sa  valeur  est  /\t.. 
11  suffit,  pour  le  voir,  de  se  rappeler  que  l'  doï  est  un  élément  de  sur- 
face sphérique,  de  rayon  i,  qui  décrit  toute  la  sphère  lorsque  Télé- 
nn'ut  dio'  parcourt  tout  l'ellipsoïde.  Ainsi  l'on  a 


,  , ^= 


ce  qui  montre  que  le  premier  coefficient  du  développement  de  \  n'est 
autre  que  la  masse  totale.  On  pourrait  encore  arriver  à  ce  résultat  en 
formant  s\  et  cliercbant  la  limite  pour  p  =  3c,  limite  (pie  l'on  sait  être 
la  masse  totale.  On  reconnaîtrait  facilement  que  tous  les  termes  du  dé- 
veloppement de  pV,  à  part  le  premier,  s'évanouissent. 
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"1-  —  Potentiel  d'un  ellipsoïde  homogène  pour  un  point  extérieui,. 

Nous  commencerons    par   applicpier  la   fornmle   p^énérale   du    po- 
tentiel au  cas  de  rhomof^énéité.  Tout  d'abord  11  faut  clicrclirr  [r  d('- 

veloppement  de  ~  en  produits  M'N'  ou,  ici,  piiis(pie  o  csl  conslanl, 
celui  de  ^-  Il  y  a  cinq  fonctions  de  Lamé,  pour  lesipicllcs  Ir  pro- 
duit RMN  est  un  polynôme  du  second  degré  en  :/•):■  {  lo).  d  parmi 
elles,  les  deux  suivantes  qui  joueront,  dans  la  suite,  un  lôlc  impor- 
lant  : 


,-,  '  Les  fonctions  conjuguées  sont 

(  1 8  )  '  -'   ^ 

^  I  =  V-  —  h-,  \,  =  V-  —  A-: 

h-  et  A-  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

De  là  on  déduit  identiquement 

=  ( r;  -  m;  ur;  -  n; )  =  ( r;  _  m;^)(T{;  _  \; ): 

d  où 

~  =  R';  -  R;  (M,  -h  \;  )  -h  M,  \, . 

Une  combinaison  bien  simple  de  ces  identités  conduil  à 

-t-R;M;N;-R;M:\^ 


88  HAMY. 

ot,  si  Fou  remarque  que  R',  —  Tl.,  =  M',  —  M^  =  \',  —  \^  =  A-  —  //-. 
Ainsi,  Ion  peut  mettre  -p  sous  la  forme 
Dans  |p  cas  actuel,  la  formule  générale 


se  réduit  donc  à 


V=      4::S.M„X,  r"=^iL^i,^=.     où     -i,',,  ==  o  11',  R.., 

1  .7,-    V?   — ^  V?  — ^  n  —  h 

tMi  convcnanl  dailecter  les  fonctions  S  des  mêmes  indices  que  ceux  des 
t"onclir)ns  R  dont  elles  dérivent  et  prenant  R^  =  Mo  =  X,,  =  f  • 
<  )n  |»eul  encore  écrire 

D'après  une  rcmarcpie  faite  à  la  fin  du  ^  II  (17  ),  le  coeflicienl  de  S^ 
doit  se  réduire  à  la  masse.  Ainsi 

r<'ll('  esl  I  <'\])i*ession  du  jiotenlid. 
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Il  est  d'ailleurs  bien  facile  de  voir  directement  que 


r:  Rw/p' 


On  a,  en  eiîet, 


les  racines  du  trinôme  en  p'%  placé  an  numérateur  du  second  uu-mbiv, 
sont  h-  et  A'  (i8');  on  peut  donc  écrire 

d      I ; — : ,  ,  .  TT  3  R',  R , 

(2.)       ^.  v'?'=(r  -  ''-)*?  -  -  -)  =  w^w^f^' 

Celte  identité  conduit  de  suite  à 

r;  r;  cl;: 


;^R 


IV. 

11  ne  peut  y  avoir  de  doute  au  sujet  de  la  coïncidence   de  la  for- 
mule 

avec  la  roniiule  de  Dirichlet  que  Ton  établit  dans  la  théorlr  d.-  l'at- 
liaclion.  Cependant,  il  n'est  pas  inutile  de  montrer  comment  on  ix-iit 
j)asser  de  l'une  à  l'autre  expression.  On  est  ainsi  conduit  à  des  idenliles 
qui  présentent  un  certain  intérêt. 

Nous  aurons  besoin,  dans  ce  qui  va  suivre,  des  développemenls  d.- 
.r%  j-,  z-  en  produits  MN.  Les  coordonnées  rectangulaires  et  les  coor- 

1 2 
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cJonnôos  ollipti([iios  d'un  point  sont  liées  parles  érjnations  (i) 

b'-r^  jï-  =  p-  a-v", 
/;-(>-  -  è^)>'^  =  (p^  -  h')[-  [x-v^  4-  Z/2(  a^  +  v^  )  -  ^*  |, 

ijL'v- et  ijL- -f- V-  sont  facilement  expi-inial)los  en  produits  _M\.  On  a, 
eneiïet(i8), 

M,  \,  =  (^2  -  //^  •)(  v2  -  ir-)  =  u^v-  -  /r  (a-  +  V-)  +  /i% 
M,  \,  =  (fx-  —  li^  ){v-  ~  k- )  =  u.- V-  —  A- (  u.-  4-  V-  )  +  k' . 

On  tire  de  ces  identités 


a-  +  V-  =  2 ^ h  ---r^ t:^-'  , 

'  .->  n-  —  /.- 


'  .1  n^  —  /.- 


fl  (Ml 


>■   = 


b' 


h'[c'-b 


4~ 


—  h-  )      h'- — k' 


k'—h 


.M.N, 


/>-  -  h^ 


h'-^k 


iM.\ 


c-{h-—c-)  3  k-~^li-      '      '         h-  —  k-      - 


(les  forniidcs  pcnveni  éti'c  siinj)li(iées  à  l'aide  (](^s  idcnlilés 


(22) 


]»^r-=\h-'k\ 
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(jui  (lécoiileiit  de  réqualion  que  vériliciil  Ir  cl  /,-.  Ou  li-ouve 


(^3)      \  y^ 


:=  p!  _4_  ^  _Hl^'      ,    ^    M,N., 


3{/l'—b')     k^  -ll^     ~^    3  (  //2  _  ^2  )    /^2  _  /,2  ' 

S--6--        M,\,  o^^-r^        .M,\, 

3 ( /,2 _  ^.1  •)  /..  _  1^.  -+-  3 ^ /^.. _  ^.2  j  /^o  _  ,..,  ■ 


Nous  aurons  aussi  à  employer/ïes  sommes  x-  +y-,  y-  -+-  ;-,  z-  -h  j/^. 
On  les  déduit  des  expressions  précédentes,  el  on  les  siinplifie  à  Taido 
des  relations  que  Ton  obtient  en  éliminant  successivement  h-  et  /,- 
entre  la  première  des  identités  qui  précèdent  et  les  deux  autres, 


(Jn  obtient 


2  0" 

— 

h-' 

3 

■''/' 

— 

(■'- 

3 

o. 

,0-  — 

ly' 

'  — 

c- 

(]ela  posé,  les  carrés  des  d(,'mi-axcs  de  re]lij)soïde  élant  pj,  c"  —  b'\ 
—  c-,  la  formule  de  Dirichlet  s'écrit 


ou,  en  posant  /-  =  p^  +  .ç  el  prenanl  /  jxnn-  variable, 

/_      —      __  ^"  _      __~  \ 


92  HAMV. 

Exprimant  x-,y',  -^  en  produits  M_\ 


3  DK 


r'  dt p^     /-- ^t 

^       Jr,      {t^-b')  s,U^-b'  \t^-c^ 

_  f—c"  r^ cU 

_     M,\o     r^  r^ dt 

3  (  /*-  -  A-'  )  [  A-y  ^    ^2  ^/^2_^2  ^/T^zrT:^ 


^^ 


3(A-2_yie) 


c/^ 


^^—  b-  \Jt-  —  c 
f—b- 
I, 


d.' 


'-—h-  J       (  f2  —  b'-  )  V'^'  —  b'  \!l-—c- 
p-  —  c'-    f  dt 

Il  faut  montrer  Tidentité  du  second  membre  avec  le  second  inemhrc 
^^  _  2    r^  dt 

M,^,       .  ..     ,o,  r^" dt 


dt 


(  ^-  —  /?•-)-  V  ^-  —  b-  \  t-  —  r- 


(lo)iiparoiis  dahord  les  termes  où  M,N,   et  -M.,\o    n  eiilicnl    pas. 
Leur  dill'érence  est,  an  facteur  ~  près, 

f  dt  ^   f    dt  ...        ,  o     r  "  dt  .    .,         o ,   /■  "  (^i 
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en  posant 


T<,=  Jl'-b'Jl 


In 


Elle  est  nulle  pour  p  =  :c.  Pour  prouver  qu'elle  est  toujours  nulle  il 
suffit  de  prouver  qu'elle  est  constante  on  que  sa  dérivée  par  rap|)()rl 
à  p  est  nulle. 

Cette  dérivée  est 

/•  "   di         r^        dt  r"        di        [ 

i  wt;;,  +  j    ( t^  -  h-' )  T,„  ^^  J^  ( i^  -  c'- ) T^„  J ' 

(]ette  fonction  est  nulle  pour  p  =  ce.  Pour  prouver  (pi'elle  est  nulle, 
il  suffit  de  montrer  que  la  dérivée  de 

est  nulle.  Or  ou  arrive,  tout  calcul  fait,  à 


p-  —  b' 


p-^T,, 


(p^-6^)l\p,         (p^_c-2)T(p/ 


expression  qui  est  nulle  identiquement. 

L'identité  des  coefficients  de  M,N,  et  de  jNIoNo  se  prouverait  d'une 
manière  toute  semblable,  en  ayant  égard  à  Téquation  ffui  déiiuit  les 
quantités  /r  et  A".  Ces  identités 


(■•^7) 


^'  '  J ,^     {f---  k')'\jt'—b'ijt'—c' 

_  f-   r~  dt  f'—ir-  r' rii 

__  p^    r^ dt p-  —  h'    r^ cU 


dl 


)\/f^—'b-\//^—r- 
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(•\j)rim('iil  les  fonctions  S,  et  S^  à  laide  d'intégrales  (jui  ne  eoiilicniKMU 
l)as  //-  et  A-  sons  le  signe  /  . 


\jr  j)()lenli('l(l  un  ellipsoïde  homogène  a  pour  valeur,  poui'  les  points 
extérieurs, 

Diui  aulrc  eôl(''.  la  formule  générale  du  potentiel  duu  ellipsoïde 
])om'  li's  points  extérieurs  j)ent  s  écrire,  comme  nous  rav(Mis  vu  (  i 'j 
et  i(i), 

*     Jk^  JJ  /'(M'A   )-c/o/ 

où  1  intégrale  trij)le  est  étendue  à  tout  l'ellipsoïde.  Dans  le  cas  actuel,  o 

est  eoiislant  et  peut  être  cliass*''  du  signe  /   /   /  .  La  comparaison  d(^ 

ces  deux  formules  montre  que  tous  les  polynômes  de  Lamé  ll'M  \'  m 
j'y z' »(ml  tels  c[ue 

f  l'j'\i"Sl\dx'dydz=o, 


aul 


,   deux  (\('>  viiui  polynômes  du  second  decrré. 


\[.     -     MOM 


ENTS    l)   (NKHTIK 


l  )i''sigiious   |)ai'  A,  1).  (]  les    momeuts   (Tineiiic    de    r<'!lip>oïd('    [>ar 
iippoil  ;i  ses  axes,  et  considiM-ons  le  cylindre  iurmilésimal  di"oil  dout 
nous  a\oiis  parl<''  en  (iahlissani  la  formule  du  polenliel.  Sa  masse  dnt. 
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{fia-  1  )  a  <''l(''  Irouvéc  égale  à  (t3) 


9^ 


dm' 


dçi 


'-'_/,2./o'2_L^2    L- 


oii  Dicn  a 


dnt'=z 


do 


p'2_^iy/p'2_c2 


^A/M'N'/'./to'. 


Le  moiiKMil  diiKMlio  J(î  cette  masse  élêinen  taire  par  rappoit  à  o.r  est, 
eii  einplo\aiil  iiiic  expression  donnée  plus  liaiil  (-i^). 


(y^-+z')dm' 


dp 


\  p'-  —  h-\' p'-  —  c 
p"-{b'^c') 


.^.X'M'\l'dLO' 


X 


[- 


3(/,2_xi)V    -/.- 


2  )  m;  \: 


Intégrant  le  long  de  Tellipsoide  (s')  et  leinarcjuanl  (pic  liiilc-grale 
f  fl'(M^'),(M'^').,dLo'  est  nulle  tant  (pic  (M'X' ),^(  M' N' ),,  on 


arrive  a 


dA=  ^ 


dp'  r2p'2— 6^  — c'-    ,  /'■  /',  ,  , 


.1.:, 


A^ 


+  3T7,eT.l(/-^^^+^-)//'X^'=^.  )''/«■ 


Un  raisonnement  analogue  conduirait  pour  clB  et  dC  aux  expres- 
sions 


dU 


do' 


y/p'^-ô^s/^^^c-^ 


./•'  ^2 


Xjfl'd^' 


r%\ 


p'2  —  ir- 

X.,         io''—k^ 


dC  = 


d'J 


^y^i— />%/p'2— c^ 


.i:,ff/'dco' 

4..;      fp'-^-h^- 


3{/i'—/c')  \c'—k' 


'2)ffi'(M\N\ydi^' 
2)  f  fr(M.^Ky-doj' 

■j^lff/'(M\N\ydco' 
i\  I'  f'r(M[^Kyd(M' 


Une  nouvelle  intégration  par  rapport  à  p' entre  les  limites  c  et  p, 
donnerait  A,  B,  C. 

(  kïsl'orniules  renferment  les  intégrales  /   /  tdw',   /   / /'(M',  i\',  )'-t/co', 

/  /  /'(M!,  \.,y  dco'  (|ui  son!  de  simples  fonctions  de  /;  et  c.  La  première 

même  se  réduit  à  4",  comme  nous  Tavons  déjà  vu.  La  valeur  de  ces 
trois  intégrales  peut  s'obtenir  en  appliquant  la  formule  qui  donne  dA 
au  cas  de  l'homogénéité. 

iNons  avons  trouvé,  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  homogène  (h)'), 


K 


IV, 


Ainsi 


;^A^ 


d?' 


\'P 


b\/o''  — 


I  /    ,..         7  -1  s  /  p''  —  à' 


.3  (A 


3(/< 


ko' 

2)ffr(M\N\yd^' 


^  (  p-  -  Ir)  (  ^^  -  2)ffi\K  Kf  'f-'] 
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D'ailleurs  la  formule  bien  connue  du  moment  d'inertie  d'un  ellip- 
soïde honiogcne  donne  pour  le  moment  d'inertie  A'  de  l'ellipsoïde  (z' ) 

A'        4      ,    -T^j 77,    -r, 5-2''-— 6-— c- 

-^  —  Q  '-i^  V  r"     —  ^  Vi^     —  ^    ' ' 

0  ci     '    '  '  ^  »  0 

puis,  en  différentiant, 
;^A=  ^" 


X  4-  -■ 

Les  polynômes  du  troisième  degré  en  p'-  qui  entrent  dans  ces  deux 
expressions  de  dA  devant  être  identiques,  on  est  conduit  à  égaler  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  o'-. 

L'identification  des  termes  en  p'"  donne  de  suite 

(28)  f  fl'd(ji'=^T.. 

Puis,  en  posant 

on  doit  avoir  identiquement 

=  (p--3A^)(p--A-)L,+(c--3A-)(p--/r)L„ 
ce  qui  nécessite 

A(^2^c2^  =  L,-4-L„ 

^(^^4-c^)  =  (3/r^A-^)L,+(3A»  +  /r')L„ 
ou  bien 

i(A^-4-A=)  =  L,  +  L„ 

^^'^'"^^!^'~^^'^'  =  (3A»  -h  A-=^)L,  -t-(3A=^  +  /r)  L,. 
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On  (Ml  liro 


HAMV 


I^. 


/iH/i'—St') 


L, 


/.-(/>-— 3 /<n 


ri  on 


f2Ç)) 


Tel  esl  le  résultat  aïKjiiel  nous  nous  [)roposioiis  de  parvenir. 
Les  différences  G  —  A,  B  —  A,  C  —  B  des  moments  (rintillc  s"(t[i- 
tiennent  sans  peine  à  l'aide  des  formules  données  plus  haul 


G-  A 


y      DK  ^  4 - 


C'-        -U',  R'  d-y 


^  4T.  - 


r^o) 


5  (  r'  —  b'  ) 


B  -  A  =     j     ok  -r-  4-  ^,jzr:^^ 


,  __  /.-^ {3h'-—  k'-){b'-  —  h') 
^"  5(6-  — e^) 


J..     \?"-b'\'?"-c' 


G  -  B 


c'--h'- 


^IK-h'^T. 


^_/r-{ 3 k'  —/{■')( ir- -i- c^  —  'j k'-)  f-'       -y;  r,  dz' 


5(r-^   -b'-) 


^_kH?>ii-  —  k'-)yb'--^c'—-îh-^)  /^''      -i.;r;^p^ 


4' 


5(c-  -  //-) 

Il  esl  in)])Oilanl  d"oI)server  que  les  int(''^rales 
-X\  R;  c?p' 


/  •  -^^'î  "-.  "? 


v;rw/p' 


6V?"— c' 


entrent  dans  le  dévelo})pement  du  potentiel  comme  coei'lieienls  respec- 
tifs de  S,  M,  N,,  S,M,\,. 
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vil.    —    Ellipsoïde   animé   d'ln  mouvement  de   rotation 

DONT    LA    surface     EST    DE    NIVEAU. 

linag'inoiis  une  iiia.ssc  héU'rogè'ne  roinposéc  d  une  partie  cenlrale 
solide,  de  forme  quelconque,  dont  la  constitution  physique  est  inconnue, 
complètement  immergée  au  sein  d'un  fluide  limité  extérieurement  par 
un  ellij)soïde.  Supposons  que,  sous  rinflueuce  d'un  mouvement  uni- 
forme de  rotation  autour  d'un  axe  de  cet  ellipsoïde,  la  surface  libre 
soit  de  niveau  et  proposons-nous  de  trouver  les  conditions  d'équilibre. 
A  étaiil  le  [)Otentiel  atlraclif  de  l'ellipsoïde,  /•  la  distance  d'un  j)oint  de 
la  surface  à  l'axe  de  rotation  et  /  la  constante  de  ratli'aclion,  on  doil 
avoir  ])oi]r  tout  point  de  la  surface 

f\  -+-  —  /•-  =  consl., 

/•^  représentant  x-  -h  y'^,  y-  -+-  z'-,  x-  +  --  suivant  l'axe  autour  duquel 
tourne  le  système.  Il  en  résulte  que  sur  la  surface  la  fonction  Y  doit 
se  réduire  identiquement  à  une  fonction  linéaire  de  x',  y^,  z-.  Le  po- 
tentiel Y,  dont  l'expression  générale  est 

ne  doil  donc  contenir  (jue  les  fonctions  SMN  (pii  se  réduisent  soit  à 
une  constante,  soit  à  des  polynômes  linéaires  en  x-,  y-,  z-  sur  la  sur- 
face. Or  on  sait  qu'il  n'y  a  que  trois  produits  SMN  jonissnnl  d(^  ces 
propriétés  (lo)  :  ce  sont  ('  ) 

S,Mo\„     S.M.X,,     S^M.X,, 

S  .     S 

(')  On  peut  écrire,  j)Our  plus  de  clarté,  SMN  =  —  (HMN);  —  se  réduit  à  une 

t-DiislaïUe  sur  la  surface,  puisque  p  esl  constant.  Ainsi  les  produit^  de  SM\  et 
\\M\  ne  dilTèrenl  que  par  un  facteur  constant. 
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dont  nous  avons  déjà  parlé  dans  ce  Chapitre  (i8),  (19').  Ainsi 

Tous  les  autres  produits  SMN  devant  disparaître  dans  le  développe- 
ment.  leur  coefficient  est  nul 


/    v/F 


-l/R'i/p' 


ou,  à  cause  de  l'identité  (i5), 

f  r  fn'U'N'dm'=  f  fr(M'N'ydco'  f^'  ^  ^^  ^^'^'% — :• 

fffR'M'N'dm'=o. 

Tous  les  polynômes  R'M'N',  à  part  le  polynôme  de  degré  o  et  les 
deux  polynômes  du  second  degré  l\\  M',  N'^,  H'^,M!,X'^,  doivent  vérifier 
cette  relation. 

Les  trois  polynômes  du  premier  degré  sont,  à  un  facteur  constant 
près,  'T,y,  z.  On  a  donc  (10) 

(32)   J  j  j  ■'"'^"''=^^        fjf^''^"''='''  f  ffz  dm  =0, 

ce  qui  exprime  ((ue  le  centre  de  gravité  se  confond  avec  le  centre  de 
rplli|>soï(l('. 

Il  y  a  cincf  polynômes  du  second  degré.   Trois  de  ces  polviiômcs 

doivent  annuler  /  /  /  R'M'X' c////' :  ce  sont  ,ry,  .rz,yz,  à  des  facteurs 

constants  près  (  fo), 
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Les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  j^ravité  coïncident 
avec  les  axes  de  rellipsoïde. 

Ainsi  le  centre  de  gravité  et  la  direction  des  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  au  centre  de  gravité  restent  invariables  dans  toutes  les  dispo- 
sitions possibles  des  masses  internes  (*). 


YIII. 


La  fonction  /V  -h  —  /•-,  développée  en  produits  Mi\,  possède  trois 

termes.  Un  terme  constant,  un  terme  en  M,  N,  et  un  ternie  en  i\L,  No. 
Les  coefficients  de  ces  deux  derniers  doivent  être  nuls,  s'il  v  a  (Mpii- 
libre,  pour  tous  les  points  de  la  surface,  c'est-à-dire  pour  p  =  p,.  (  )n 
arrive,  en  employant  les  développements  qui  ont  été  donnés  (  iz,"))  et 
(3i),  aux  équations  suivantes 


8-/v:,  p,  V  p;  -  />S  p^  -  c-  (p;  -  /i'') 


o)-  (  '^ — r7  H-  2  )     si  oj  est  Taxe  de  rotation, 

y  c-  —  h-         ' 


=  ;^4lt^^^)     ''y 


W        — r^ (-2  OX 


I  ?;  —  '''        \ 
{-"^Ti^  +  V 

•-/ p,    ^.'  " ""  ^   '"V  ?    —  ^-V ?'-—c- 
i  '^4 77.  -^  ^)     ^i  ^^~-  ^'st  Taxe  de  rotation, 


Oi' 


C)  Ces  propriétés  ne  sappliquent  pas  seulciiieiil  à  lellipsoïde. 


I02  IIAMY 

en  ])OsaMt 


(/r'-/-2) 


4r  r"__£L£i^ 


y^'?'  1  '  R'   /-/'' 


f.ois(|uc  les  équations  créqiiilibrc  sont  satisfaites,  on  peut  eu  déduire 
la  valeur  de  o,  et  o.,  en  fonction  de  p,,  ù,  c  et  co  et  partant  celle  des  in- 
tégrales dont  ces  f[uantités  dérivent.  Le  potentiel  extérjour  de  Tellip- 
soïde  et  les  dillérences  des  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes 
(')(})('[  (  3i)  peuvent  ainsi  s'exprimera  Taide  des  données  superficielles 
de  relli[)soïde.  En  remarquant  que  les  axes  sont  principaux  d'inertie 
par  rapport  au  centre  de  gravité,  on  est  conduit  à  énoncer  les  iIk'^o- 
rèmcs  suivants  : 

Lr  polcNliel  cxtéricu]-  d'un  ellipsoïde  dont  la  surface  est  de  ni- 
veau sous  rinjlueiice  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  dé- 
pend uniquement  des  données  superficielles  (  '  ). 

Jj's  différences  des  moments  d'inertie  principaux  relatifs  au 
rentre  de  gj'avité  dépendent  seulement  des  données  superficielles. 

Dans  mi  elli[)soïde  homogène  ou  composé  de  couches  homofocales 
homogènes,  c,  =  c.=  hi  densité  moyenne  de  Tellipsoïde,  parce  ([u'à 

R' 

rinh'iieur  de  chaque  couche  (19)  X\  =    _^  _j      x  densilé  de  la  couche, 

"^'-'~  fc-^-l  h'i  ^  f^^iisité  de  la  couche  \v()ir  (-21  )\.  Il  en  résulte  (pie  h's 
(■•(|iiati()ns  d'éf[uilihre  ne  doivent  pas,  dans  celte  hypothèse,  être  diflé- 
rcules  de  celles  (|ni  se   pr('senten t  dans  la  discussion  de  Tellipsoïde  de 


(')  Ce  ihéoième  remarquable  est  général.  M.  Stockes  Ta  démontré  pour  une 
surface  ([uelconque  (  Caintjridi,'e  and  Dublin  nialhematicat  Journal,  18^9).  Un 
en  trouvera  une  belle  démonstration  de  M.  Poincaré  dans  un  important  Mémoire 
de  M.  (]idlandi-eau  [Sur  ta  tlicnric  de  ta  /l-^iirc  drs  planclcs  (  Annales  de  t'Oh- 
scrwHnirc  de  Paris,  t.  \I\)|. 
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Jacobi.  Au  surplus,  on  pourrait  les  transtormcr  de  manière  à  les  ra- 
mener à  la  forme  ordinaire,  en  faisant  disparaître  les  (piaiUit(''s  Ir  «'t  k-. 
(]e  calcul  se  ferait  aisément  en  partantde  la  somme  et  d»-  la  diiférence 
ih'^  ('(pialions  d'équilibre  après  avoir  remplacé  S,  et  S.  par  les  e\.pres- 
sions  données  plus  baut  (27).  Il  faudrait,  cm  outre,  recourir  aux  for- 
mules (22)  et  (24). 

Les  résultats  de  la  discussion  de  rellipsfudc  de  Jacobi  sont  les  sui- 
vants (  '  J  : 
i"   l/axc  (lii-iL;(''  siii\aiil  l"a\e  de  rotation  <'st  le  plus  petit  : 

r'-{c'-  —  f'')   ^  -,       »  >  ^         •  . 

2"  — -5 :rT,    ^  ^  1  ce  (pu  enlrauie  p  <:^ic-; 

Si  — ^^  =  0,18-00...,  rdlipsoïde  devient  de  révolution. 
2-/0  .      /    c/  1 

Les  conditions  d'écpiilibre  de  la  surface  ne  présenl(.'nt  pas  de  dillV'- 

rence  avec  celles  qui  précèdent  si  Ton  a,  dans  le  cas  de  l'béléro^V'uéité. 

0,  =  o,>  o,  ce  qui  entraîne 

f   ■'■''  "^  '>■     I  r   '^■'"■'^^'    -- 

Les  expressions  {'■yn )  des  moments  d'inertie  doiuient  ahjrs 

s  „  r^'      .i>\R\Jo'       _  .m  _  c -  y  ^  {^  _  '> -  ^  ^ ^, 
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CHAPITRE  IL 

ellipsoïde  de  révolution  aplati. 


I. 


Soit 


X'  4-  r- 


r  1  ri 


l'équation  de  la  surface.  Nous  représenterons,  comme  plus  haut,  ^  par 
une  série 

(34)  ^,=^^},'M'^'    (•), 

où  ift>'  ne  dépend  que  de  p',  en  posant  (3) 


^     .tJ.'-2 


L'expression  du  potentiel  extérieur  s'obtiendrait  comme  pour  Fellip- 
soïde  à  trois  axes.  On  a 

(3,)  V.4.2:SMnX;-^. 

en  ])0sant 

On  démontrerait,  comme  dans  le  cas  général  (i5),  l'identité 
(35)      fffmVN'dm'=ffl'(WN'y.l.'f^^,  ■ 

(')    Voir  le  §  III  de  rinlroduction. 
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Aux  fonctions  R,,  M,.  \,,  Ko,  ^^2^  ^2  relatives  à  rdlipsoïde  à  trois 
axes  correspondent  ici  (10),  (1 1),  (18), 


On  a  donne,  dans  les  préliminaires  (8), 
et,  comme  on  a  identiquement 

on  en  llédnit 

Lors(jue  A"  ^  o  (29), 

J  J      ''  "^ 

ffrdoy=\r., 

et  alors 

//-  =  --; — h  des  termes  contenant  en  fadeur  h-, 

k'=-  -+-  »  b'. 

En  se  reportant  à  ce  (jui  a  été  dit  relativement  an  passag:e  des  fonc- 

Jourri.  de  Math.  (4'  sérifi),  tome  VI. —  Kasc.  I,  1890.  '4 
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lions  i;('MK'rales  iN  à  celles  qui  leur  correspondent  dans  relli[)S()ïd('  de 
rf'volnl ion  aplati,  et  tenant  compte  des  facteurs  constants  ([ui  onl  été 
>nj)|)riniés  (  i  ]),  on  arrive  sans  peine  à 


(38) 


Le  calcul  des  moments  d'inertie  se  fait  comme  pour  les  elli|)soïdes  à 
trois  aves. 


Le  cylindre  infinitésimal  déjà  considéré  a  pour  masse  (i."^)  ), 


dm' 


do' 


?'\'?"- 


2^i>'M'N'/'r/co', 


''K-^7). 


{.,-^y-)dm'  ^  -;^^^=  2  (f  r  +  Ç  m;  n;)  .t/M'Nv  ./co'. 

Le  moment  (Tincrtie  <"/(  ]  de  la  courbe  infiniment  mince  lioniolocalc 
s'en  déduit  par  une  double  intéj^ration  elTectuée  le  lonj;-  <le.  Tellip- 
soïde  (p')  (G)  et  (7).  l'^n  représentant  par  ail,„  le  coefficient  d(^  M],  M,,--  1 . 
iil>',  celui  de  M',  N',,  ift/,  celui  de  M.,  i^.,  dans  le  développ(M>ienl  de  la  deii- 
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s'itr  CMi),  on  a 

Introduisons  dans  celte  formule  la  densllr  moyenne  de  la  couche  infi- 
niment mince. 

Sa  masse  est  /   /   dm' =  ^ '"/"'"    ^    (7),  et  son  volume 

7  ,.>    i~r, T        ',      3  p'' — 2C"-p'   ,  , 

\  T.  dp-  V  p  -  —  c-=  -^7:    ',  rfp'. 

La  dcnsilr  moyenne  r/  a  donc  pour  valeur 

II'.)'  ,  ,.,  /     ,0  9.C-\      , 

L(3  premici'  Icrme  de  C  devient 


-"  ■  r- 


2C- 


011 


(Jn  peut  ('crire  la  seconde  intégrale  entrant  dans  C, 

"'  rv.  )il/.  do' 


.        r  ?•.'■!  f      W,\\W,dp'  fi',.      MX-      •.      /      ' 

kt  k''.l  -^^Té^'^JJ'''''^''-''"'- 

L'intcg'rale   /    /    /    P*,  M',  \'|  dm',  étendue  à  tout  rellipsoïdc  (z  »,  a 
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pour  valeur  (35) 
On  a  vu  (i  i)  que 


donc,  en  désignant  par  A',  B',  G'  les  moments  d'inertie  de   leHij)- 

soïde  ( z')  par  rapport  à  ses  axes,  et  par  DTC  sa  masse. 

Il  en  résulte  (pie  Tintégrale  dont  nous  nous  occupons  pciil  se  mettre 
sous  la  forme 


Ainsi  1  on  a 

""    ,  d(iC  -A  -  B'  -  ~oji'). 

A  cette  expression,  il  l'aut  joindre  Texpression  de  la  masse  totale 

/-.p.  

Snj)posons  (pf il  s'a<;isse  d'une  splière.  Alors  r  =  o, 

<J  =  "t:  /'"r,f ''/f"+  5  /■"</(>-(;•-  A  -  li') 
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OU  bien 

■-  0 

où  Yj'  est  la  dcjisité  moyenne  de  la  couche  inlininicnt  mine»;  compiisc 
entre  les  deux  sphères  concentriques  de  rayon  o',  o'  -h  (h  . 
La  première  formule  (09),  qui  équivaut  à 

A  +  r, -+■(:  =  j-û  f"r;4''\ 

peut  s'établir  d'une  façon  élémentaire.  On  a,  enellet,  [)()ur  une  couche 
spliériquc  infiniment  mince  quelconque 

d(A  H-  lî  -^  C)  =  o^(x"'+y-  +  z")dm' 

=  2p'^  X  masse  de  la  couche  ^—  iS-y]'p''  dz  . 

Kn  intéi^rant,  on  tomhe  sur  la  formule  à  démontrer. 


11.  —    Ellipsoïde  de  révolution  aplati  animé  d'un  mouvement 

DE    rotation     dont    LA    SURFACE     EST    DE     NIVEAU. 

Considérons  une  masse  hétérog'ène  en  écpiilihrc,  composée  dinie 
partie  centrale  (pielconque  recouverte  entièrement  par  un  li(pii(le  limil/' 
extérieurement  par  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  son  petit 
axe  oz,  et  tournant  uniformément  autour  de  cet  axe. 

La  fonction /V  4-  —(•/■'-(-  >'')  doit  se  réduire  à  une  coiistaiile  sur 

l'ellipsoïde.  En  dévelo[)pant  le  potentiel  ou  produit  MN 
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OU  v('i'iait,par  un  raisonnement  semblable  à  celui  qui  a  êtt'  l'ail  au  sujd 
(le  rellipsoïde  à  trois  axes,  que  le  développement  contient  au  plus  trois 

liTlUCS, 

SoM,\o,     S,M,\,,     SaL\,; 
tous  les  autres  ont  un  coefficient  nul 

II  eu  résull»'  que  le  centre  de  gravité  coïncide  avec  le  centre  de  lellip- 
soïde,  et  (]ue  les  axes  sont  principaux  d'inertie  relativement  au  centre 
de  gravité  ('). 

La  fonction  qui  doit  se  réduire  à  une  constante  pour  p  =  Pi   est 
donc (37) 

Je      ?\?"—c- 

Egalant  à  zéro  les  coefficients  de  AL  No  et  de  M,  \,  et  faisant  p  =  p, 
dans  ces  coefficients,  on  a 

■''  iiî>',  R;  dr^ 


<  )u  a  ideiitiipieuK'ut  (  35) 


^'  iiî>'..R',  r/p' 


(')  I^our  discuter  plus  coinplùlemenl  i't''([iialion  [  jo  )  (|ui  éfjui\aiit,  a  cause'  de 
ridciitilc  (35),  1'  /  /  /  I»M'N' <'//«' ziz  o.  il  V  aurait  à  faire  u-«ai.'e  des  e\pies- 
-iiiii-  de  |{.  M,  .N  données  dans  le  t:^  111  de  l'iiil  ind  iiclion. 


thkohip:   lie  i.\  figure   des  planètes.  1 1  i 

donc 

(4  I  )  /'  f  [K  K  K  dm  =  ~  (  I J  -  A )  .-  (). 

Les  iiioiiK'iits  (riiicrlic  principaux  équatoriau.v  soni  (''j^anx:. 
l^osons 


ct  remplaçons  (  S,  ).^^  par  sa  valeur 


'  '  3 


LVujnalion  (réquilibre  devient 


3 


p'v/p'^-r^ 


Il  sullit  de  poser  p'-^  —  c"  =  w-  pour  ramenei-  la  t'onelion  à  inh'urer 
la  fornir  ralionnelle.  Les  calculs  faits,  on  a 


w- 


1 

et,  en  posant 

il  vient 

(u-                3         3  +  À- 
— 7^  =  —  r-v  -I TT—  aretanuA. 

2-/0  A-  A' 

('/est  réquatiou  (pii  se  présente  dans  la  discussion  de  1  clliiisoïdc  de 
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révolution  homogène.  On  en  lire  deux  valeurs  de  A  tant  que 

o<  ^^^  <  0,22407. 

I.a  (juanlilé  c,  qui  se  réduit  à  la  densité  lorsque  Tellipsoïde  est  homo- 
ijène,  peut  être  exprimée  dans  le  cas  général  en  fonction  de  la  densité 

Q  \ 

moyeune  D  et  du  rapport  — :^f— • 
(  )n  a  en  effet  identiquement  (35  ) 

ff£  K.  m;  n;  ,,n=ffr(yi.  n;  ,=  '/-'/"^f^- 

On  a  vu  (i  i)  que 

r;m;  V,  =  Ç (.,-  +  ,-- 2-- îf=) 

01  (-58) 

///■(m;n',)v/co'=^^(î|)'. 


()n  a  donc  identiquement 

et,  comme  B  =  A  (/|i),  il  en  résulte 

mais 
par  suite 

Ainsi  1  équaliou  d  équilibre  peut  s'écrire 

w*  1.5  /c-        C  —  A\ /'        3         3 -H  À-         .         «\ 

■J-y  0  2C-  \  3  ,)k        '   \  A*  A-*  '         / 
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L  ;i|)laliss('iii('iil  do  la  surface  avanl  pour  val(Mir 
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1  '^  —  A  .  . 

on   \oil    ((ui'  le  rapjxjiL  -  .^^^       peu l  s  exprimer  en  lonclior»  seulenienl 

(les  données  superficielles.  \ous  ferons  jilus  loin  Tapplicalioii  de  celle 
formule  aux  ellipsoïdes  peu  aplatis. 

(Cherchons  actuellemenl    la  valeur  de  la  pesanteur  su[)er(iciellc.  il 

faut  pr(Midre  la  dérivée  de  la   fonction  /"^  -f-  —  ( •^■' -+- J'' )  suivant  la 
normale  à  la  surface 


/-A  -  O)-  „  ^ 


(  )r.  pour  passer  du  point  (c,  uL,v),  de  rellij)Soï(le  à  un  jjoint  infiniment 
voisin  placé  sur  la  normale  à  la  surface  en  ce  point,  il  faut  seulement 
faire  varier  s,  de  f/p,  [j.  et  v  gardant  la  même  valeur.  On  peut  donc 
écrire 

11  faudra  faire  c  =  p,  après  la  d(''rivation. 
(  )r  on  a,  à  cause  de  A  =  li, 


de  ])lus  (2) 


-^-i-^?:\?\ -'■'/>.  i>ï,Nm 


d? 


V? 


on  en  lire 


+  |co^-  -l^i,;^of-r'/'^)\\,\, 


Jour/),  de  Math.  {\'  série),  tome  NI.  —  Fasc.    I.   iS()m. 
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où  Sn  et  s,  ont  les  valeurs  suivantes  : 


c^ 


ch 


-3-)  ?v?---- 


Nous  ne  développerons  pas  cette  formule  qui  ne  présente  pas  grand 
intérêt  dans  le  cas  général.  Elle  sera  appliquée  plus  loin  aux  ellipsoïdes 
peu  aplatis.  Nous  nous  bornerons  à  faire  remarquer  que,  Tf-qnation 
(réquilil)r('  de  la  surface  donnant  la  valeur  de  0  en  fonction  de  A  et  co. 
on  peut  exprimer  g  en  fonction  des  données  superficielles.  Il  en  est 
évidemment  de  même  du  potentiel  extérieur  ('  ) 


(4(i)  V  =  ;)ii  S„  -  f-op; y  0;  -  c^S,  M.  \ 


III. 

Les  planètes  sont  limitées  extérieurement  par  des  ellipsoïdes  de  ré- 
Nolution  peu  aplatis  animés  d'un  faible  mouvement  de  rotation.  Kn 
j)artant  de  ce  fait  expérimental,  on  peut  établir,  indépendamment  de 
toute  hypothèse  sur  leur  constitution  inlcrne,  (juelques-unes  des  for- 
mules auxquelles  conduit  la  théorie  de  Clairaut.  Dans  les  approxinui- 
lious,  nous  considérerons,  comme  on  le  fait  dans  cette  théorie,  co-  et 
1  a[)latissement  z  comme  des  quantités  du  premier  ordre. 

I/équation  de  la  surface  étant 


-,   :=  I 


son  aplatissement  <'st 


.^1 


•..L_A^ =  •  -  V/  I  -  7^ 

!"  1  V  ,^  1 


(')    loi/'  la  noie  (le  la  page  102. 
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Si  Ton  considère  £  comme  une  cjuantité  du  premier  ordre,  7^  est  du 
premier  ordre,  et  Ton  a,  au  second  ordre  près, 

(Al)  ïi  =  '^'' 

L'équation  d'équilibre  de  la  surface,  donnée  plus  haut  (/i3), 

-r7ë=ïïC-v?;-^-(?;--3-) 


devient,  en  ne  conservant  dans  le  second  membre  que  les  termes  du 
premier  ordre, 

W-  _   4       2      3      /        «? 


4  r\ 


(roù 

(',8)  -'-  ' 


■2./0 


10 


Reprenons  la  formule  de  la  pesanteur  trouvée  plus  haut  (  V^)  ^^t  rem- 
plaçons-y M,  i\,  par  sa  valeur  en  fonction  de  [x  (36) 


Les  coordonnées  rectangulaires  x,y,  z  d'un  point  de  la  surface  et  la 

quantité  u.-  sont  liées  par  l'équation  ' f \ — ,"_  ..,  =  i .  Il  <mi  it'sulle 

que,  le  long  d'un  i)arallèle,  la  pesanteur  est  constante.  La  valeur  de  a- 
tirée  de  l'équation  qui  précède  est 

a-  =  c-  -^ — 7^ — r  -+-  des  termes  contenant  c*  en  facteur, 
c'est-à-dire 

U."  =  C^  COS^'I'  -h.  .  ., 
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011  désignant  par  }  l'angle  que  fait  le  rayon  de  Tellipsoïde  aboutissant 
an  point  xyz  de  la  surface  avec  réquateur. 

Proposons-nous  d'obtenir  g  en   négligeant    les    termes  du    second 
ordre. 

ut-—  ^  =  c-(  cos-'l  —  5  )  <?st  du  premier  ordre  ;  on  peut  donc  né- 
gliger les  termes  du  premier  ordre  dans  son  coefficient  et  y  remplacer 


l    !    >   I 


dp 


])ai 


j)ar 


Dur 


i  I  * 


f 


O       I 


de  plus  on  {xnit  taire,  à  cause  de  l'équation  d'é(piilibnî  de  la  surface, 

!l  /.  N  5    oj- 


La  foruud( 


donne,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordic, 


I  I    c- 

S-  :>    s* 


La  valeur  de  g  devient 


V 


.Ui 


[)in's,  ivuq)laçant  —  par  21  (ij), 


—  V/  7^ i ; r-  £  -h     -  cos--'/  —  i 


OJ- 
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On  a  d'ailleurs 


I  I 


=     I 


(■-jS)f.+  ^^cos=;) 


do 


aoiic 


Pos 


OdS 


(49,)- 


il  vieil! 


on   l)ien 


oj-p,  furce  cenliifii;;e  «'((ualoriale 


/.Me  aUiaclion  éqiiatoiiale 

?i 

ïovre  cenliifiige  é(|uatf»iiale 

pesanteur  équaloriale 
-h  termes  du  second  ordre. 


/Ol-L 


/.Me 


-h  î  cos-  '^  —  o  (  -  cos--i^  —  I  i 


I  + 


sur  'J 


'^^ V- est  l  alLi'actiou  a  le(juateur;   ou  peut   lulroduire  I  allraeliou  au 

Pi  _ 

pôle  fr- — iT-  Il  suffit  de  reiu[)lacer  dans  l'expressioii  ([ui  préeède  —  par 


,  2 
1^1 


(  I  —  •->£  ). 


(Jn  ohlieul  liiialeiueiit. 


SJ  —  c^  L  ^    '  ^    ^    '  '  '  J 


(Test  la  foriiiuli'  de  (llairaiil.  L'aujj;le  ']/  s<;  eonfoiid  a\(>e  la  lalilude 
dans  le  cas  tle  la  s|)lière  où  î  =  o.  Ces  deu\  angles  din'èrent  donc  entre 
eux  d'une  (juautité  du  premier  ordre  (|uaud  £  est  pelil.  Ainsi,  dans  la 


foriiiulo  qui  précède,  on  peut  confondre  l'angle  '|  avec  la  latitude  et 
(Mioncer  ce  résultat  : 

La  [)esanteur  à  la  surface  d'une  planète  varie  proportionnellement 
au  sinus  carré  de  la  latitude  ('  ). 


IV.    —    Valeur  du  rapport — -j:^ — 


On  a 


^  /  — 

Introduisons  la  densité  moyenne  dans  ce  rapport  en  posant 


;)ll=i::Dp;v/p;-c^ 
il  vient,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre, 

10- 

lleniplaçant  7^  par  sa  valeur  4  zo  CiH),  on  en  déduit 
(  .)o)  0  =  7  U  ^  • 

'  ,1  s 


(  )n  a  \  II,  d'autre  part,  que  0  peut  s'exprimer,  au  moyen  du  rapport 

(  )ii  :i  donc" 

:")    o   1 5  /  c'^         C  —  A 


(')  ('elle  formule  a  été  établie  ici  sans  rien  supposer  sur  la  conslilulion  in- 
icnie  de  la  planèle.  Ce  résultai  a  été  obtenu  pour  la  première  fois  par  Laplace, 
mais  son  anaivse  manque  de  rigueur. 


d'où 
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ÏI9 


et.  on  remplaçant  c-  par  2cp^  (47)? 

C  —  A        2     .. 


(^') 


oro 


C/esl  la  fonnulc  à  laquelle  conduit  la  théorie  de  Clairaut  C). 


V.    —    Rapport 


C  — A 


(  )ii  a  identiquement 


G  — A  _  C  — A  OIV 
G      ~      Oïl      G 


Si  Ton  néglige  les  termes  du  second  ordre,  on  peut  faire  abslractioii 
des  ternies  du  premier  ordre  dans^»  puisque  ".^^.^     fst  du   premier 

ordre. 

Circonscrivons  une  sphère  à  l'ellipsoïde  (/f"^''.  i  ),  el  considérons  la 


masse  liétérogène  renfermée  à  l'intérieur  (y  compris  l'espace  vide  ». 
Les  moments  d'inertie  de  la  sphère  sont  les  mêmes  que  ceux  de  IClhp- 


(')    Voir  à  ce  sujet  le  premier  Mémoire  tlo  M.  Gallandreauinséré  dans  le  t.  \l\ 
des  Annales  de  l' ObserKCttoire  de  Paris. 
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sf)ï<l('.  I  )'ai)rès  une  foi  mule  donnée  plus  liaul,  on  a,  pour  la  splirrc  {  ^()), 

•p. 


.•111  ""        /'p-  ^  o         .*>rc 

•-  0 

cl  ici,  cojnnie  A  ==  U  {\\), 

C  2  ,'o  ri  C  — A 


elle  .)     rP'    ,  .  ,..         3      DVl 


■■  f  v"f 


Le  second  lernic  élanl  du  premier  ordre  peul  èlre  négligé,  l'ourle 
même  motif,  an  lieu  de  prendre  le  rayon  équalorial  pour  limile  supé- 
j'ieure  des  intégrales,  on  peut  prendre  le  rayon  polaire  et  écrire,  en 
gardant  les  termes  les  plus  importants, 

;)iv       5'  '   '/•'         ^^  '' 


OÙ  r^'  <'st   la  densité  rnoywiuic  des  matières  comprises  entre  les  deu\ 
sphères  de  l'ayons  /  y/pï  ~  c^,  (/  -h  di)  \^z\  —  c^.  On  déduit  de  là 


G       ~  3 


(Ir 


(^)   Celle  formule  convicnclrail  même  si  la  surface  libre  de  la  planète  ri'(''l.'iil 
pas   un     ellipsoïde,    pourvu    qu'elle    fùl    peu    difl'érenle  d'une   sphère,   ri    (|ue 

-  (ùl  pelil.  Pour  la  Terre,  en  parliculier,  on  sait  par  la  lli<''<iiie  de  ia 


."ill 

2C  — A  — H 


■iKj  —  n.  1  »  .... 

pit'cessnin  que  -^, est  voisin  de  j-^ê- 
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(Vile  foimiilc  est  semblable  à  celle  où  conduit  la  théorie  de  (Uai- 
raiil. 

Supposons  que  r^  croisse  constamment  de  la  surface  au  centre,  mais 
*]uo  la  variation  de  cette  densité  n'augmente  pas  avec  la  profond<'ni'; 

,.  dr.'       ,  d'-r.'      ^       /    1  ■  •     I- 

<Mi  (1  autres  termes  -j-,  <^  o,  -j^j^r  <,  o  (c  est  ce  qui  auiail  lieu,  en  par- 
ticulier, si  laccroissement  de  la  densité  n'était  (h'i  (pi'à  la  (■om[)rcs- 
sion). 

Pour  passer  d'une  loi  de  densité  soumise  à  ces  restrictions  au  cas  où 
la  densité  croîtrait  proportionnellement  à  la  profondeur,  sans  modi- 
fier la  masse  totale,  il  faudrait  augmenter  la  densité  des  jtarlies  cen- 
trales au  détriment  de  celle  des  couches  élevées.  Il  est  facile  de  voii- 
que  le  moment  d'inertie  C  diminuerait  dans  cette  transformation. 

Soient  m  -+-  u.  la  masse  d'une  couche  sphérique  infiniment  mince,  ho- 
mogène, de  rayon  R,  /n'  celle  d'une  autre  couche  de  rayon  !»  .  et 
11  ^  R'.  La  somme  des  moments  d'inertie  de  ces  couches  «^st 

f  [(m  -+-  ix) R-  +  m' R'-  ] ; 

si  Ton  transporte  la  niasse  ut.  dans  la  couche  (R'  ),  la  somme  devient 

l[mR'  +  (m'-{-ij.)R"\. 

expression  dont  la  valeur  est  inférieure  à  la  première. 

Il  résulte  de  là  cpie,  en  supposant  la  densité  proportiouiiellc  à   la 

profondeur,  on  obtiendra  pour  —  une   valeur  inférieure  à  la  \al«'ur 

réelle  et,  pour  — t^—)  une  valeur  trop  grande. 
Posons  Y]'=:  A  —  [j./.  On  en  déduit 


f 


r^  dl''  =  \  —  pi7.. 


D'autre  part,    en  désignant  par  0  la  densité  moyenne  su[)erficielle 
et  par  D  la  densité  moyenne  de  la  planète. 


r^d^^  =  \^  =  \-  ]iL. 


0  =  A  —  (J.. 
Jùurn.  de  Math.  {\'  série),  lume  VI.  —  Fuse.  I,  1890.  It) 
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(]os  équations  donnent 

a  =  \(ï)  -  0  ).  A  =  0  +  4(D  -  0  ).  A  _  |a  =  0  +  |(D  -  0  ): 

il  en  résuhe 

-.1 

3 


f  r/r/t^  -^D 


Ainsi,  1  on  doit  avoir 


D 


.  D 
C  -  A     ^       "^  ¥ 


<-^(-iV 


c 

Pour  la  Terre  en  particulier,  on  a 

-  —  _L_  ^  —       '  IJ  _ 

^"093,5'  ^~  'î88,38'         "Ô  ~  -• 

donc 

C       ^  .98, 5 
La  précession  donne 

C  3o5 .6 

Si,  au  lieu  de  rapprocher  les  fortes  densités  du  centre,  on  s'arrangeait 
de  façon  à  rendre  la  masse  homog:ène,  on  augmenterait  le  moment  C. 

et  lV)ii  (liuiinucrait  — p^- •   (^u  liouvcrait 

(^  —  A       :> 
~~C~  ^  3 
Pour  la    rené. 

c      ^  3,5X 


\I.  —    LiMiTi:   iNKKniKrni:   pk   la   d?:.n'sité   au   centiu;   kk   i.\   tkhhe. 
Nous  avons  lrou\('' 


D=  I     (^^11'  =  ...=  ^  I    r;t'f/f 
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«'t 

^.1  ,'.1 

/   f! de  I   7,'i'dt 

^  I     r/r/e  I     O'dt 

"•0  •    \) 

Vax  prenant 
D  =-),:)(),  ^=:ïP;5'  ?  =  ^88738'  ^TT-  =  3^:6' 

on  lire  de  ces  équations 

^  f^l-dt=  1 ,853,  j    fjt- 


di 


f  r/ /''  dt  =  o, 9484 ,  f  r'r  d 

J  0  «-0 


=  i.9'>4- 


La  densité  moyenne  r/  des  matières  comprises  entre  deux  sphères  iiili- 
niment  voisines  correspondant  au  paramètre  /  joue  ici  le  inènin  rôle 

que  la  densité  des  couches  de  Clairaut.  Si  Ton  admet  que  -j-  <C  o.  ou 

peut  procéder  comme  l'a  fait  M.  Stieltjes  pour  obtenir  uik*  Hmite  in- 
férieure de  la  densité  au  centre  de  rellipsoïde  et  l'on  arrivera  an  même 
résultat.  Ainsi,  en  appelant  0  la  densité  moyenne  superliciellc.  r,  hi 
densité  moyenne  au  centre,  D  la  densité  moyenne  de  la  planète,  et  A 

f  fjt-dt 
le  rapport  ^^^^-î (^),    on  a 

/      r,' t- dt 


3  a 


(')  Bulletin  aslvononiique.  tome  I,  page  465. 
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Si  l'on  adopte  la  valeur  0  =  2,5  on  a,  pour  la  Terre. 


\  II.     —     PoTENTI 


Ou  a  irouv»'  (46)  et  (36) 


EL    EXTERIEUR    D  L>E     PLANETE, 


\    = 


=  DU    /  ,-  — 


l-^?;s?> 


iS-W-'f) 


ch' 


/    (^"-f)^' 


V  P  -       e 


(Ictte  expression  peut  s'éerire,  en  n«^c^lig'eant  des  termes  du  seeond 
ordi'e. 


V  =  OR 


OU.  f'U  remplaçant  r-  par  2£0^  et  r-  par  -7  ^  (  4?  )  c't  (5o). 
I  11         1  )  '         ^  t 


i  ? 
a.  et  p  sont  les  racines  de  l'équation      "^ 


"3  ~  2  V  7^  "~  3 


r-  -r-  >■ 


/-—  c 


-j  =  j  (  8  ).  ou 


/■'  —  /-(.r--K_\-4-  ;■-  +  r-  )  +  c-(x'--hy-)  =  o. 

Désij^nous  [)ar  /•  la  distance  du  point  attiré  au  ccutLe  de  la  [ilauélc 
cl  pai-  0  laui^le  que  fait  la  droite  qui  joint  ces  deux  [)oints  avec  Taxe 
de  lolatiou  ()Z.  L'cMpialion  devient 

(''  —  /-(  /•-  +  (■•)  —  (■'-/•-  siu-0  =  o: 

on  en  tire,  en  nc'i.çlig'eant  les  termes  du  second  ordre. 

G-=  /■-  -h  (■'-  cos^'O 


cl 


=  ^i.-i^cos=Oj 


UL-  =  c-  siu^O  -+- .  . 
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Remplaçant  c-par2£pj  dans-,  subsliluant  dans  V  cl  nô^ligcant  les 
termes  du  second  ordre, 

V=^[.-^(.-l)(cos=0-r;. 
Le  potentiel  dépend  uniquement  des  données  superlicielles  (  '  ). 


CHAPITRE  m. 

SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  POINCARÉ. 


('considérons  une  masse  hétérogène  composée  comme  il  suit  :  i"  d  iriic 
])arlie  centrale  solide  de  forme  et  de  constitution  inconnues,  coinplr- 


Fi».  5. 


Iciueul  plongée  au  s<'in  d'un  liquide  limité  par  un  ellipsoïde:  2^'  d  une 
aulre  couche  liquide  superposée  à  la  premiri'c  (>l  éoalciiK'ui  Imiilée  à 


(')    [air  la  noie  de  la  page  io'>.. 
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['rxlérieur  par  un  ellipsoïde.  Si  Ton  fait  tourner  le  fout  d'un  mouve- 
luenl  uniforme  autour  d'un  axe  et  que,  sous  Finfluence  de  ce  mou- 
venieul  de  rotation,  le  système  se  trouve  en  équilibre,  les  ellipsoïdes 
sont  liomofocaux. 

(lelte  remarquable  proposition,  (jui  a  été  établie  par  M.  Poincaré  (*), 
peut  être  démontrée  simplement  lorsque  les  ellipsoïdes  ont  les  mêmes 
plans  de  symétrie  et  tournent  autour  d'un  de  leurs  axes  (-), 

Désijiuons  par  \ .  le  potentiel  de  l'ellipsoïde  Eo  {fig-  5)  supposé 
plein  du  liquide,  de  densité  G,  qui  compose  la  couche  superficielle,  pour 
un  point  intériem^;  par  ^  ,  le  potentiel  des  masses  renfermées  à  linté- 
rieur  de  l'ellipsoïde  E»  diminué  du  potentiel  du  même  ellipsoïde  supposé 
r(;mpli  de  la  matière  de  densité  0,  pour  un  point  extérieur. 

Les  deux  surfaces  E,,  E^  étant  en  équilibre,  la  fonction 

ir  -tr  f'J"      o 

A,  +  \,+  ^,-. 

OÙ  /■"  désigne  .r^-4-y-,  y--\-z-,  j- -f- .r-  suivant  l'axe  autour  duquel 
s'effectue  le  mouvement  de  rotation,  doit  se  réduire  identiquement  à 
une  conslanle  sur  ces  surfaces.  ^^,.  d'après  sa  nature,  et  par  suite 

N  ..  H ~.  /- 

est  une  fonction  linéaire  de  .ir .  >-,  z-  le  long  de  E,  et  de  Eo.  11  en 
résulte  (pie  ^  ,  doit  être  aussi  une  fonction  linéaire  de  X",  y-,  z-  le  long 
des  mêmes  surfaces. 

Soient 


-T  =  I  .  —  -f-  -^ — 7^  -H  -^ -,  =  I 


les  ('(piations  de  E,  etE^.  On  peut  exprimer  V,  à  l'aide  des  produits 


(  ')  Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  juin  i888. 

(-)  Cela  revient,  à  cause  de  ce  qui  a  été  dit  au  §  VII  du  Chapitre  I  du  .présent 
travail,  à  supposer  que  le  centre  de  gravité  de  l'ellipsoïde  E,  et  les  axes  princi- 
paux d'inertie  relatifs  à  ce  point  coïncident  avec  le  centre  et  les  axes  de  cet  ellip- 
soïde. 
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SM\  qui  dépendent  des  coordonnées  elliptiques  z.  a.  v  rdaliws  à  1  .'I- 
lipsoïde  K,  (14) 

V,  =VaSMN. 

où  les  quantités  a  désignent  des  constantes.  V,  devant  se  réduire  sur  h, , 
c'est-à-dire  pour  p  =  p,,  à  une  fonction  linéaire  de  ./•-,  V".  z'-,  le  second 
mendire  ne  doit  contenir  que  les  produits 

si  souvent  considérés, 

ch' 


ou  bien 


\.  =  y. 


(h' 


Le  long  de  rdlipsoïde  Eo,  on  a 


>"- 


et  la  (piantité  z  doit  vérifier 


V- 


b: 


=:   I 


K,  M,.N,  et  Ko-M.N,  fonctions  linéaires  de  j.-,  y\  z-  sont  .■\|.iiiiial.l.'s 
linc'airement  en/-  et  z'  au  moyen  de  la  première  de  ces  rrialiou^.  I  ><• 
iiiéiiie,  les  intégrales  qui  entrent  dans  V,  dépendent  uni(pi«Mnenl  de  \- 
ct  ::-  à  cause  de  r('([nation  (jui  d(''linit  z,  facile  à  d('dnire  (!e<  pnVé- 
dentes, 


-^'Api-^î     ?*-^î 
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Ainsi  le  loii^  do  1%,  V,  est  une  fonction  de  y-  et  z-  qui  doit  être 
linéaire  par  rapport  à  ces  variables.  On  doit  donc  avoir  identiquement 


d'\ 


=  y. 


d-So 


f/{y-')-  ■'  d{r')' 

dy'-dz'-  ~     '"dy-dz'- 
d-Vi     ^^So 


y-t  — ,;  ,',  — h  a.,  —  ,;  ,,;,  '    =  o. 


^(v')' 


^(v^)^ 


-H  y-,  — ,  \  . .. — h  a.,  — -,  :,  ,',  "   =  o. 


dv'-  dz' 


dr'  dz'- 


a.        .    . ,.       -f-  a.,  —  ,-  .,:.  -    =  o  ; 


d{z^-y- 


d(z-'y' 


7.0,  7.,.  y..^  ne  peuvent  être  nuls  simultanément,  sans  quoi  ^  ,  serait  iden- 
tiquemenl  md  ('  );  ces  trois  identités  exigent,  par  suite. 


^So      r/^(S,MiN,)    d^?>,^u^,) 


d^r'r  d{y^y-  d{y-r 

d'Sp  f/-(S,M,Nt>  d-{S,Mo^,) 
dv-  dz-          dy-  dz-  dy-  dz- 

d^  So  d'  (  S ,  M ,  X ,  )  f/2  (  Sî  M^  Ns  ) 


d^z'f        d{z'y 


diz^-y 


(lelle  équation  de  condition  est  indépendante  des  constantes  ap, 
y.,,  a.,  el  jiar  suite  de  la  constitution  interne  de  Tellipsoïde  E,.  An  lien 
de  calculer  le  déterminant,  ce  qui  serait  long,  on  peut  donc  chercher 
directement  la  condition  pour  que  les  trois  dérivées  dont  il  s'ag'it 
soient  nulles  simultanément  en  supposant  rellipsoïde  E,  liomo- 
iii'nc. 

En  formule  de  Dirichlet  peut  s'écrire,  à  un  facteur  constant  près(2()), 


V,= 


/-  t-—b\ 


\  (-—  ^']\  i-—n 


di. 


(  '  )  Si  V,  cHail  identiquement  nul,  l'ellipsoïde  E,  agirait  au  dehors  comme  s'il 
liait  ieni|tli  du  li({uide  su])erfîciel.  Dans  ces  conditions,  la  surfoce  K,  devrait 
r.iin'  |iartie  de-«  surfaces  de  niveau  d'un  ellipsoïde  homogène,  et  ne  pourrait  t'tre 
(jii'un  ('llip-«()ï(K'  senihlable  à  l'ellipsoïde  K^.  Le  théorème  serait  en  défaut. 
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Le  long  de  Eo, 


par  suite 


p-2  p2  ^2  ?2  '-'■2 


t'—h\         1-—C 


dl. 


^  i- —  b\sj  e- —  c\ 


L'équation 


qui  lie  p-,/-  el  z-  donne,  par  différenliation, 


p\-bl       f-b\ 


-,    -i- 


b\y'- 


i,f-h\f         ^?'-c\) 


:,  H-  l 


1  d{f) 
\d{f-) 


A p!__  ^  r_Mzi_  +  _,£iiV.  +  il 

p::  — c^         f—ci         \}f—b\f         {f—c\)-  J 

On  lire  de  là,  sans  difficullé, 

b\       ?l-bl) 


•l  f-2- 


T^  +  ' 


f-^^ ^ 

Ô'W       _     I   \?'-C'l  P2-n/ 

PV.-^.V-  ^.    |,,2_^-2^2+^,2._c.)2  J 

Pour  que  ces  trois  dérivées  soient  simultanément  nulles,  il  faut 


9'       _       Pi 
p'~c\         pi- cl 


-—  G. 


Journ.  de  Math.  (4'  série  ,  tome  VI.  —  Tasc.  I,  i8cjo. 


'7 
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L'équation  que  vérifie  p  donnant  alors 


on  a 


C.  =  Co. 


Ainsi  les  ellipsoïdes  sont  bien  liomofocaux. 

Si,  au  lieu  de  deux  liquides  superposés,  il  y  en  avait  un  nombre 
quelconque  tous  séparés  par  des  ellipsoïdes,  ces  ellipsoïdes  seraient 
liomofocaux.  On  le  déduit  sans  peine  des  considérations  qui  précèdent. 


II.  —    Potentiel  d'une   couche   homogène  comprise 

ENTRE    deux    ELLIPSOÏDES    HOMOFOCAUX. 

Soient 

2,  le  paramètre  de  Tellipsoïde  intérieur  E,  (fig-  6  ); 

p2  celui  de  Eo  ; 

0  la  densité  de  la  coucbe. 

En  opérant  comme  on  Ta  fait  pour  un  ellipsoïde  quelconque  et  em- 

Fifr.  6. 


ployant  le  développement  (19) 

011  trouve,  pour  le  potentiel   de  la   coucbe  infiniment  niuicc  bomo- 
focale  (E,  E'), 


(h.,  = 


vV^-^V 
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Si  le  point  attiré  ( z,  a,  v  )  est  extérieur  à  E^,  on  a  (5) 
^./co'=4t:R'SMN  (r>?&. 

s'il  est  intérieur  à  E,, 

Il  en  résulte,  pour  le  potentiel  cherché,  si  p^Oo, 


et  si  p^p,, 


R.,M,N_,  /"^-s^       r;  u;  <-/      \ 


''  p. 


Nous  affecterons  dans  la  suite  les  fonctions  R,,  S,,  R^,  S^  dun 
indice  supérieur  égal  à  i  rpiand  on  y  fera  p  =  p,,  et  égal  à  2  cpiand  011 
V  fera  z  ^=  z.,.  Ainsi 


R,    =f  —  1r,  S,   =R,      f 

J  r, 


dz' 


Rf\?'^-^^?'^-^^ 


]?2_.2_/2  C(2)_   r»(2)      /""^ (hl^ . 


de  même  pour  R^  et  S^. 
Nous  poserons  en  outre 


Il     =NpMp^  -b')(z'-r^). 

«'^'  =  v'p^(P2-^0(P2-^-'), 
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=     -Till, 


-  s;       r;  11;  cl?' 


I   /•■-s; 


Ainsi  Ton  a,  si  p^p^, 


iL 


R 


\  du'  =  ; 


,=  iT:OK^-..''0(^o 


S,M,\,         SoM.N. 


et  SI 


t^  <  i^  I  ' 


r.> 


R^M,N, 


I     1 

2  ïv: 


— -    Il  '■  — ' —  — —     u  '  — '— 

k-^  L        Ri"        2  RV^'        V        R'/ 


III.   —  Équations  d'équilibre. 

Revenons  au  problème  de  M.  Poincarc  et  supposons  que  la  masse 
lourne  autour  du  plus  petit  axe  oz.  Appelons  (\  le   potentiel  deMa 

Fig.  7. 


couche  liomog^ène  superficielle  et  r,  le  potentiel  des  masses  renfermées  à 
Tintérieur  de  E,  ( Jif^.  7).  La  fonction 


^\ -+-<'.  ^^•(•^•'4-/-) 
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doit  se  réduire  à  une  constante  surE,  et  sur  Eo.  Les  développements  de 
r^  et  de  x-  -+-^y'  ne  contiennent  pas  d'autres  produits  MN  que 

il  doit  en  être  de  même  pour  r,.  Ainsi,  en  représentant  comme  nous 
l'avons  fait  jusqu'ici  la  densité  à  l'intérieur  de  E,  par  la  série 

où  -.1,'  dépend  de  p'  seulement,  on  a,  à  l'extérieur  de  E,, 

cl.;  r;  f/.s' 


cr^,  est  la  masse  de  E,,  -A.',  et  -^  les  coefficients  de  M,N',   et  M., N!, 
dans  jr^  ' 

Tous  les  autres  coefficients  -X'  doivent  vérifier  la  relation 

r^'  rX'R'dp' 

I       .  =  o, 

Je    \:.-~b\z-  —  c- 

ce  qui  équivaut,  comme  on  Ta  vu,  à 
En  posant 


r,,  = 


_  /i2_  A2  ,_  /-?■      A,',  r;  dp' 


Yio 


h'—  k^  ,  ^    /  ■  '         cl.>,  U,  dp 
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il  vient 

^■.  =  ^'^.S.-f-  i^^  S.M.X,  -  ^1^  S,M,\,. 

Joignons  à  cette  formule  le  développement 

2  o_  P. p-  —  h-  M.N,       (     R, 

M,  X,        /     R, 


En  faisant  successivement 


dans  la  fonction 


,-2 


et 


t-.  +  <'.+  ^  (•>-•' H- .)■'). 


que  nous  pouvons  maintenant  développer  en  produits  de  Lamé,  et  éga- 
lant à  zéro  le  coefficient  de  M,X),  on  arrive  aux  deux  équations 

"•    \"      R,^'        2  R',-^    +  2  Rj'   )^^'^"        ^^^'     ^.    -  ST/i.J^^T^  +  ^j- 
En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  Ma  N;,,  on  obtiendrait  deux  autres 

éfjuations  qui  se  déduisent  des  précédentes  en  y  remplaçant  Tindice 

inférieur  i  par  l'indice  i  cl  h^  par  A"^. 
On  tire  des  deux  équations  écrites 


'    '  L  K  '  ~  w  ~  ^"^M  îv  ~  r7  a 

„(.)S'î'R'4^-^ î_/-J L\l  8^/ 

^'      '    LRi'        Hi="       2»^^  l  R;        R.^VJ 

La  fonclion  de  p.  rr  —      -tv  îj-'  «^  l>^>i"^  (h'-rivée  jf-  (  —  -  —  -  )•  Cette 
'1^1         2«  -    R,        '  R?  V  «  -         u  / 


THÉORIE    DE    LA    FIGURE    DES    PLANÈTES.  l35 

dérivée  est  négative  pour  p  <  po.  Il  en  résulte  que  les  dénominateurs 
de  0  et  de  ('f],,—  0)  sont  positifs. 

La  fonction j a  pour  dérivée  ^-\  —  4  tt-  H-  (  ^-^tt  H-  tt  )  --   • 

La  quantité  entre  crochets  est  décroissante,  car  sa  dérivée  est 
(  ■!_  1^,  "^r");/;!^)^^'  ^^^^  ^'^^  nulle  pour  p  =  oc,  donc  elle  est  tou- 
jours positive.  Il  en  résulte  que  la  fonction  dont  nous  nous  occupons 
est  croissante.  Ainsi  le  numérateur  de  0  est  positif  et  par  suite  6  est 
positif.  Si  la  valeur  trouvée  pour  0  avait  été  négative,  le  prohlèuie, 
tel  qu'il  a  été  posé,  n'eût  pas  été  possible  puisque  0  représente  une 
densité. 

On  peut  mettre  le  numérateur  de  y],  —  0  sous  la  forme 

Le  premier  facteur  est  égal  à  p\  —  p^^o.  Le  second  est  une  fonction 
de  po  que  nous  venons  de  rencontrer;  il  est  toujours  négatif.  On  a 
donc  7],  —  0  <^  o.  La  discussion  des  deux  autres  équations  conduirait 
de  même  à  y]2  —  0  <C  o-  ^^s  conditions  doivent  nécessairement  èlrc 
vérifiées  pour  que  Féquilibrc  soit  possil)le. 

Supposons  Tellipsoïde  E,  fluide.  Peut-il  être  composé  de  couches 
séparées  par  des  eUipsoïdes?  En  vertu  du  théorème  de  M.  Poincaré,  ces 
surfaces  seraient  homofocales.  Il  en  résulterait  y],=:yj2=o,  densité 
moyenne  de  rellipsoide  E,  (P'"  Chap.,  §  VIII),  et  Ton  devrait  avoir 
0  <^  0,  en  vertu  de  ce  qui  précède. 

En  d'autres  termes,  les  fluides  internes  devraient  être  en  partie 
plus  légers  que  le  fluide  composant  la  couche  superficielle  (').  (](MI(' 
hypothèse  est  irréalisable  physiquement. 

(')  Ce  ihéorème  n'est  pas  difTérent  de  celui  auquel  je  suis  arrivé  dans  mon 
Mémoire  sur  la  figure  des  corps  célestes  {Annales  de  lOhservaLoire  de  Paris, 
t.  XIX). 


3G 
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IV. 


Supposons  les  deux  ellipsoïdes  homofocaux  de  révolution  autour  do 
ave  de  rotation  et  aplatis  suivant  cet  axe  (/ig'  8).  Le  calcul  du  po- 


Fig.  8. 


tentiel  de  la  couche  homogène   comprise  entre   les   deux  ellipsoïdes 
homofocaux  se  ferait  en  partant  de  lidentitc 

^==r;r;-  r;m;n,. 

On  trouverait,  comme  pour  Fcllipsoïde  à  trois  axos,  si  p  <^  p,? 
et  si  p>p,, 

En  représentant  par  la  série 


liib'M'.N' 
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la  densité  o  à  l'inLérieur  de  K,,  on  a,  pour  le  polenlit'l  de  E,, 


J,.    ?'\' ?"'-(■' 


(^C's  formules  cl  la  suivante 

pciinclLent  de  développer  la  fonction  i-,  -h  ç.,  -+-  7-7  (•'t"' -1- J'"  )  en  [)i()- 

duits  M\.  Cette  fonction  doit  se  réduire  à  une  constante  le  lontr  de  K, 
et  le  long  de  E^;  donc,  ]iour  z  =  s,  et  p  =  p.,  tous  les  coefficients  du 
développement  doivent  être  nuls. 
(.)n  est  donc  conduit  à  poser 


y. 


^^   Wl'R'd'J 

=  o 


..    p  Vf -- 

[)our  tous  les  coefficients  ub',  sauf  pour  le  coefficient  Dl), ,  ce  qui  écjui- 
vaut (35)  à 

''R'M'W/m^o. 


/// 


En  substituant  les  différents  polynômes  H'M'.N'  du  premier  el  du 
deuxième  degré  dans  cette  relation,  on  trouverait  que  le  centre  de  gravité 
de  E,  est  au  centre  de  Fellipsoïde  et  que  les  axes  principaux  d'ineitie 
relatifs  au  centre  de  gravité  coïncident  en  direction  avec  les  axes  de  1^,. 


l^e  polynôme  R^  M.,  N!,,  qui  est  égal  à  —  {:jc"-  —  y'-  ),  donne 

A,  =  B,, 

en  appelant  A,  et  B,  les  moments  d'inertie  ])rinci])aux  é(piatoriaux  de 
l'ellipsoïde  I^, . 
En  posant 


4 


3  '•r'  1  V  r  1        '- 
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et  éo-aiaiU  à  zéro  les  coefficients  de  M,  N,  pour  p  =  o,  et  p  =  p.,  ou  a 


S'-'         I      1 


ORV'h^ 


I)  ^' 


+  v;^/'  S? 


H'/'  ■'.  R'/7  •  '  _N-/    r- 


(»ii 


lî 


:^p^-c^ 


.(') 


R. 


fi"'=?]\ 


tC'>i 


^^^'^=?:v?:-<•^ 


(^!i  lire  de  ces  équations 


0  = 


"^    /-  -2  C(2)  ,2  C(l)\ 


[/C(2)  C.  li 

,,(2)/  £j ri_ 


S\^'        S',''\        I  /    I  I 


R'i^'       R>/) 


87:/' 


//  ■  r  = 


S-'R'/' 


/C(2)  Cll)\  ,      y  , 

„(2)/*t  ^1       \  '     ^        ' 


R',2>        Rn>y        :i  \R<^)        Rid 


î^/ 


Le  déiioniiiiateiii'  de  ces  expressions  csl  ii(''!4alU',  parce  <pie  la  lonc- 
lioii  de  p 

R,         .  K, 

csl    (l<''eroissaiilc    ((iiand   ckTo...    T. a    toiiclioii  W- csl    eroissaiilc    (on    le 
'  '         '  -  b| 

iriontre  au  moyen  de  den\  d(''ri\ali()ns  ).  Il  <'n  ri'sidlc  (pic  0  csl  positif. 

Nous  |)oserons  clans  le  nnuK-ralciir  de  y^,,    ajircs  axoii' encdiK'  les  in- 

lei;ralions, 

^.,  .-j  '  -I-  ^^'  j  ,-..  '  -^  V-' 

ce  (jni  nécessite,  à  cause  de  o.,'^  z^^ 


A<  UL. 
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On  a 


•-Si  _  __ 

Ri  kc 


0     /  t  c 

■     '  arc  tan  R- 


&  1- 1 

V/p- —  c- 


d'où 


Il;'  = 


c'-  3 


3c\/p^ —  c-  ' 
3  p-  —  2  c^ 

3X 


S'-'  q 

rrV;  =  -r^  (  arc  tailii' A  —  ., 

R>.2'        /.en  '^  3  + A 


(2)  ^   ^,3 


3       À^ 

I  +  À- 


).3 


...  S';^'      I    I    _  9 
""'rV-'       2  R</'  "~  4c^ 

Le  nuinéialcur  de  w''  •/]  devient 


— vj—  (arc  tangX  —  A)  -h  5 


9  I  -+-  ;x-  I  -i-  À-  \        3  +  jj.- 


I  +  )n 

-^^  (arc  tan- A  -  A) 


1  +  [-«•'- 


H-         ^^  (  arc  tangA  —  ,- 


i  +  X^ 


(arc  tangii.  —  u.) 


3  -t-  X- 


[^■^       S 


On  peut  écrire  cette  fonction,  abstraction  faite  du  facteur  négatif 

9   I  -h  a-    I  +  À- 


4        !^- 


arc  tang-7^  j  ^-^ 


3  +  X-  /  n-  X-         I  + 


\- \j.-\         3  +  jx-  I  +  X^  1 
v^  )  ~  y-^v--     X^»    J 


3X     / 1  4-  X-         i-t-  [JL-\        3  +  |j.-  I  +  X-        3  +  jx- 


I  +  aM     a 


I  -H  a-         A- 


(arc  tangu.  —  pi). 


Sa  dérivée  par  rapport  à  X  est 

3  -f-  X-    /  1  +  X-         I  -\-  ur  \  —  3  +  jx-  _i_ 
^^  ix^       /  I  +  |x-   X-* 


\i    /  I  +  x-2         1  +  jx2\        3(3+  X-)        3  +  jx^  2 


.',  X       /  I  +  X^         i-h  juL*  \         (3  +  X-^)^    _^  3  +  |x-^  3  +  X-^" 

(I  +  X"-)X'     ■     I  +  ,u"-       X* 


r      tx    / 1 + x^    I + /xM 

arc  tano-X  ^  -  ^jz^r^.  [-y^^ ^  j 


i4o 

ou  bien 
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4  À-  /   I  -+-  À-    _    J  +  ;x'  \  3_  /  ^J2 2 

(  I  _|_  y.^yî  \        /ï  ;x-'        /  >>^  \  I  +  À-  I  H-  ;x- 

arctans^^r      4  à-       /  i  -i-  À'  _    i  +  jx-  \  3  h-  /■- 


I  +  'x- 


Oll 


•>(  a  —  AJ 


2(1  +  ix-)À-(!JL-+  Xix  +  À-+  !x-X-)  +  3jul'(i  +  À-)(fx  +  À) 


arc  taïUTA 


À-';x-*(i  -t-  ;x-)(i  +  À-)- 
2  (  I  4-  [X-  )  '/.'{[x-  -+-  },|x  +  A^  -f-  fx2  À-  )  +  (3  +  À-  )  ;x-*  (  1  +  À-)  (jJ-  -t-  À  ) 
À3[x-*(^i  +  juL-)(i  H-  À-)- 


(•('  qui  ('([uivaul  à 

-       ^(l  +  ;x^)/.^(;x^+  À;x  +  À-+  jx-X-)  +  (  3  +  À^)jx-'(i  +  X-)(!x  +  À) 
^*  I^-  ~  ''^  X*.x3(i  +  ;x-^)(i  +  X^)^ 


X 


/.  —  arc  tauiiA 


•M 


-x^)  >.^'  (  [x^  +  X;x  +  X^  +  [x^  X^  )  +  (  3  +  X^  )  ;x^^  (  i  +  X^  )  (  |x  +  X)  J 


C.ettc  dérivée  a  le  signe  du  croeliet.   DifVérenlious  le   .'rocliet   [)ar 
rapport  à  A.  <)ii  arrive,  toutes  r(''duetious  faites,  à 


6  -x'' 

X  '•  -h  I  i  ;x'^ 

X-'  +  1 S  ix*» 

X''  -t-  ■'.0  ;x' 

X"  +  I  8  ;x^ 

X**  -+-     8  |x' 

X"-+-     (i-x-* 

X'*' 

-r-  1  f  >  ;x'' 

-h  20  ;x' 

-+-  ')0  </' 

H-  .^G  |x"' 

H-  58  [x** 

+  yv.^' 

+  I  /[  !x« 

-4-  2S  ;x'* 

-{-  20  ;x-' 

+  56;x'* 
-+-  1  2  ;x'^ 

+  36  [X-' 

4-     81X 

+  24  [X^ 

4-  i6jx-^ 

+  4 

[ 2  ( I  +  [x^ ) X^ ( ;x-  +  X;x  4-  X-  +  X-  tx-  )--!-( 3  -t-  X-  )  [x» (  i  -+-  X-  )  (  ;x  +  X )]' 


>o. 


Ainsi  Texprcssion  entre  eroeliets  est  croissante,  l'dle  est  nidie  pour 
A  =  o,  donc  elle  est  toupturs  positive.  Il  iN'suite  de  là  (jne  la  di'i'iNce 
|)i'('nii(''rc  de  la  lonelion  doni  lions  nous  ocen|)ons  est  positive,  cl  (pie 
(•('lie  lonelion  xacii  croissant  avec  X.  ij.  ne  peut  èlre  d('' passe'' par  A;  on 
ohlieniira  donc  la  |)Iiis  i;randc  xalciir  de  la  [onction  en  v  taisant  A  =  u,. 
\a'  rc'snltat  de  la  snhst il  11  lion  est  nid.  Ainsi  la  lonelion  à  ('Indier  est  tou- 
jours n(''54ative.  Il  en  r(''siille  (pie  le  iiunK'ratenr  de  r,  est  esseiili(dle- 
menl   positif  et  (pie  r,  a  le  sigiii'  de   son  d(''Uoininaleiir.  (pii  est  n(''iiatif. 
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La  coiiililioii  r,  <<  <>  (''(jui\aiit  à 


cl,  à  caiisc  de  ridenlilô  (  ^  >  j, 

on  doit  avoir 

ou  (I  r  ) 

f  f  f  \  -iz-  —  (.r'-^y"-  )  ^  ^-\  ^//^''<<'- 

rintêç,n'ale  trii)le  étant  éteiuluc  a  leilipsoide  h,. 

Les  deux  moments  d'inertie  A,  et  B,  étant  é-aux,  cette  inégalité 

peut  s'écrire 

A,-  C,^  y0lL,<O. 

On  peut  se  faire  une  idée  trpossière  de  la  distribution  de  la  densité  à 
l'intérieur  de  l'ellipsoïde  E,.  L'inperboloïdc  à  une  na|)p<'.  avant  poui 
érpiation 

2:^  —  ('./'-  -f-  A-  )  +  V  =  t>. 

sépare  l'espace  eu  deux  réijions.  Dans  cell«Mpu  contienl  Taxe  (  )Z(/iir.ç)), 
la  fonction  -iz'-  —  r'-  —  y- -{-  ^  est  positive:  dans  Taulre  ré-iiou.  celle 
fonelion  est  né-alive.  (^uand  l'ellipsoïde  est  homogène,  on  a 

j'ff{  '2Z''  -  .v"  -  y-  H-  2  ^  )  <hii 
=  2(A.-C.-4-f  ^ii,j  =  nc^.^R,>o.     . 
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Ainsi,  dans  la  question  qui  nous  occupe,  les  matières  les  plus  denses 
doivent  être  placées  dans  la  région  où  ne  se  trouve  pas  Taxe  OZ,  c'esl- 
à-dire  près  de  Téquateur,  sans  quoi  l'intégrale  triple  ne  pourrait  èlrc 
ni'i^ative. 


L'inégalité 


(^,  —  A,  >  y  .m 


peiinet  d'aflirmer  que  les  ligures  dont  nous  nous  occupons,  si  elles  sont 
réalisables,  n'existent  pas  dans  le  système  planétaire.   Désignons  par 


(].  et  Ao  les  moments  d'inertie  principaux  de  la  couche  homogène 
su[)érieure.  L'expression  connue  des  moments  d'inertie  d'un  ellipsoïde 
hoinoiiène  donne 


C.  —  Ao  =  ^OlL. 
5 


En  ajoiilaiit  membre  à  membre  à  l'inégalité  ({ui  précède,  on  a,  poui-  ia 
(]iiï(''r(Mi(<^  des  moments  d'inertie  d(>  loute  la  masse. 


C  —  A  >  3" 'Te,  -f-  ^  DR., 


et,  a  foiiion, 


C  —  A  >  -^  niL, 


où  .m  est  la  masse  totale.  Or  on  a  trouvé,  pour  un  eMipsoïde  peu  aplali 
doni  la  surface  est  de  niveau  (^i), 

C- A  =  ;)icjp;;(£-|9), 
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(Ml  appcliiiit  c.  le  rayon  •■(|iialoiial.  z  raplatissemcnl  di-  la  >nrface  et  c 
le  rapport  dr  la  force  cenlrifiip'  à  la  pesanteur  à  Tc-cpialeiir. 

Portant    cette  valenr  dans  rinéualit/*   <'t  remplaçant  ^  j)ar  2S.   il 

\  iciil 

on 

C'est  cette  iné^aliti'  (|ui  est  en  ccjnfradiclion  avec  ce  (jne  l'on  observe 
dans  le  système  planétaire. 

\(His  déduirons  un  autre  résultat  d<'  la  condition  r,  <  o. 

Supposons  r»'llipsoïde  E,  entièrement  lluidc  Tcul-il  être  composé 
de  couches  toutes  séparées  par  des  ellipsoïdes?  I^n  vertu  du  théorème 
de  M.  Poincaré,  toutes  ces  surfaces  seraient  iiomofocales..  La  (pian- 
tit(''  r,  représenterait,  dans  ces  conditions,  la  densité  moyenne  de  relli[»- 
soïde  E,.  On  voit  donc  (jue  l'équilibre  ne  pouirait  exislei-  ijur  si  la  den- 
sité moyenne  de  cet  ellipsoïde  était  néjj^ative,  c'est-à-diir  si  les. masses 
internes  étaient  en  majeure  partie  répulsives  ('). 


(')  Ce  théorème  est  jii  11- L^t-m'-ial  (|ue  celui  auquel  je  sui^  arrivé  dan^  mon  .Mc- 
moire  déjà  ci  lé. 
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Mémoire  sur  la  théorie  des  éqiuitions  aux  dérivées  partielles 
et  la  méthode  des  approxim^ations  successives  ; 

Par  m.   Emile  PICARD. 


INTRODUCTION. 

Considérons  une  équation  du  second  ordre  aux  dérivées  partielles  de 
la  forme 

,  s  ,.   d-ii  r>    à'  Il         ^  d-u        j-,  /      du    Ou  \ 

A,  B,  C  dépendant  seulement  des  deux  variables  indépendantes  x 
cly.  On  peut,  pour  intégrer  cette  équation,  avec  des  conditions  aux 
limites  déterminées,  procéder  de  la  manière  suivante  par  approxima- 
tions successives.  Nous  mettons  dans  le  second  membre  une  fonction 
quelconque  m,  de  x  et  y,  et  formons  Téquation 

lu,=  F(^u„^,^,x,y) 

1     .  A  A.  à-u  n    à^it  1^  ô'u\    ^ 

en  posant  ici,  pour  abréger,  lu  —  A  -y-^  -f-  2  b  - — p  +  L  j^  )  •  i--f>n- 


d-x^  ôjc  ôy  à) 

cevons  qu'on  intègre  cette  équation  en  u.,,  en  se  donnant  certaines 
conditions  aux  limites,  qui,  nous  le  supposons,  déterminent  complète- 
ment une  intégrale  que  nous  désignerons  par  u...  On  formera  ensuite 
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Téquation 

.  T-.  /        du,     du=>  \ 

et  Ton  intégrera  cette  équation  en  W3,  en  satisfaisant  aux  mêmes  con- 
ditions aux  limites  que  plus  haut,  et  nous  continuons  ainsi  indéfini- 
ment. Si  l'intégrale  u,^  tend  vers  une  limite  déterminée  u,  quand  // 
grandira  indéfiniment,  on  obtiendra  ainsi  l'intégrale  u  de  léquation  (i  ) 
satisfaisant  aux  conditions  données. 

Ces  généralités  n"ont  d'intérêt  qu^autant  qu'on  précise  les  conditions 
aux  limites,  et  qu'on  se  place  dans  des  conditions  où  Ton  puisse  éta- 
blir rigoureusement  la  convergence  de  u^  vers  une  limite  u  :  c'est  le 
but  de  ce  Mémoire.  Nous  allons  essentiellement  supposer  que  dans  la 
région  du  plan  où  reste  le  point  (jo,y)  le  discriminant  B-  —  AC  garde 
un  signe  invariable.  Nous  pourrons,  par  suite,  réduire  notre  équa- 
tion (i)  aux  deux  types  suivants 

/  .   ,  à- u         à- If        T^  /       du     du  \ 

/  ,^  s  d-  u  Y^  f       du     du 

pour  lesquels  les  problèmes  à  poser  sont  entièrement  différents. 

Pour  les  équations  de  la  première  forme,  nous  nous  donnons,  comme 
condition  aux  limites,  la  valeur  des  fonctions  u^  le  long  d'un  contour 
fermé  C,  et  nous  voulons  cju'elles  restent  continues  ainsi  que  leurs 
dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres  à  l'intérieur  du  contour. 
L'étude  de  w„  montre  qu'elle  converge  vers  une  limite,  tant  que  C  salis- 
fait  à  certaines  conditions,  qui,  en  particulier,  seront  remplies  quand  ce 
contour  limitera  une  aire  suffisamment  petite.  On  obtiendra  dans 
ce  cas  une  intégrale  de  l'équation  (X)  prenant  sur  le  contour  une 
succession  continue  donnée  de  l'cdeurs.  Celle  intégrale,  comme  nous 
le  mollirons,  est  d'ailleurs  unique,  si  l'équation  est  linéaire,  rpiand  le 
contour  est  suffisamment  petit. 

On  ne  peut  pas  affirmer,  d'une  manière  générale,  quf  rint<'gral<* 

soil  unique,  quand  F  n'est  pas  linéaire  en  u,  -r-  i;t  -r- • 
'         ^  ^  d.v       dv 

l)ans  le  cas  de  lécpiation  (B),  les  conditions  aux  liiiiiles  doivent 
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être  prises  d'une  manière  toute  différente.  Nous  prenons  ici  un  arc  de 

courbe  C,  et'nous  nous  donnons  le  long  de  C  les  valeurs  de  -^  et  -~ 

ainsi  que  la  valeur  de  u„  en  un  point  A  de  C.  Soit  B  un  second  point 
de  la  courbe  C,  et  tel  que  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe 
varient  constamment  dans  le  même  sens,  quand  M  va  de  A  à  B  ;  consi- 
dérons le  rectangle  parallèle  aux  axes,  dont  A  et  B  sont  deux  sommets 
opposés.  Si  B  est  suffisamment  rapproché  de  A,  i/„  tondra  vers  une 
limite  u  pour  tous  les  points  de  ce  rectangle,  et  l'on  aura  Vinlé<^valc 
de  V  équation  {\j)  qui  prend  en  A  une  valeur  donnée,  et  pour  laquelle 

~  et  -^  prennent  sur  l'arc  AB  une  succession  continue  donnée  de 
ÔJC        ()y  ^ 

valeurs;  ^/,  ainsi  que  ses  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
sont  des  fonctions  continues  de  x  et  y^  même  quand  on  traverse 
TarcAB. 

Les  théorèmes,  indiqués  plus  haut,  relatifs  à  Téqualion  (A)  ne  sont 
exacts  c|ue  si  le  contour  C  a  une  aire  suffisamment  petite.  Il  est  très 
intéressant  de  trouver  des  écjuations,  où,  sans  restriction,  une  inté- 
grale, supposée  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles,  soit  toujours 
déterminée  par  ses  valeurs  sur  un  contour  fermé  quelconque. 

On  peut  en  donner  des  exemples  étendus.  Ainsi  cette  circonstance 
se  présentera  pour  l'équation 

ô'-u        0^-u        r^  /      Ou    0(1  \ 

dr-        ÔY-  \    '  dx    Or         ^  J 

si,  remplaçant  -y^  par  c-,  et  ~  par  «■,  on  a  finégalité 

4f;,>(f:.)=  +  (f;..)% 

quels  que  soient  u,  r,  w.  En  particulier,  si  F  ne  dépend  ni  de  ^  ni  de 

—  cl  croît  constamment  avec  u,  cette  condition  sera  vérifiée. 
()r 

Xous   faisons  spécialement   Tétude   de   ce  cas   où   féquation   [unil 

s'écrire 

d^u        d'il       17/  ,,x 

F  croissant  toujours  en  même  temps  que  u. 
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Supposant  d'abord  F  touiours  positif ,  nous  cherchons  ce  que  va 
nous  donner  ici  la  méthode  d'approximations  successives.  Son  emploi 
conduit  à  un  résultat  bien  curieux.  Celle  méthode  conduit  non  pas  à 
une,  mais  à  deux  limites  u  et  v.  Ces  fonctions  u  et  f  prennent  les 
valeurs  données  sur  le  contour,  et  satisfont  aux  deux  équations 

lu  =  ¥{v,x,y), 
\v  =F(«,.x-,j). 

Pour  que  le  problème,  de  trouver  une  intégrale  de  l'équation  pro- 
posée prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour,  fût  résolu,  il  fau- 
drait que  w  =  p;  il  n'en  est  pas  ainsi  quand  le  contour  C  est  quel- 
conque, mais  cette  identité  est  vérifiée  si  le  contour  est  suffisamment 
petit. 

De  ce  cas  particulier,  nous  montrons  ensuite  qu'on  peut  passer  à 
un  contour  quelconque.  En  effet,  le  problème  étant  traité  pour  deux 
contours  ayant  une  partie  commune  pourra  être  résolu  pour  le 
contour  limitant  extérieurement  l'ensemble  des  deux  aires.  Le  pro- 
cédé alterné,  dont  ont  fait  usage  M.  Sclnvarz  et  M.  Xeumann  dans 
leurs  mémorables  travaux  sur  Féquation  de  Laplace  Aw  =  o,  peut, 
avec  des  modifications  d'ailleurs  assez  sensibles,  s'étendre  à  notre 
équation  générale,  et,  par  suite,  se  trouve  complètement  effectuée  la 
rechrrche  de  Vinté<^rale,  d'ailleurs  unique,  de  l'équation 

\u  =  ¥{u,  x,y) 

prenant  une  succession  continue  donnée  de  valeurs  sur  un  contour 
fermé  cjuelconque. 

Je  considère  aussi  un  autre  cas  intéressant  :  celui  où,  la  fonction  F. 
toujours  croissante  avec  u,  s'annule  pour  u  =  o. 

Les  intégrales  considérées  jusqu'ici  étaient  continues  à  lintérieur  de 
raire.  Prenant,  en  particulier,  l'équation 

ô- u        d-u         .  ,         ,     „ 

j'examine  le  cas  où  l'intégrale  aurait  des  points  singuliers  logaritlimi- 
ques  et  je  porte  ensuite  particulièrement  mon  attention  sur  l'équation 
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suivante  qui  présente  un  grand  intérêt,  tant  en  Géométrie  qu'en  Ana- 
lyse, 

d-u         ô-  a         j    ,. 

ox-         ()y- 

où  k  désigne  une  constante  positive,  et  qu'on  peut  appeler  équation 
de  Lioui'iUc.  J'approfondis  rétud(^  des  intégrales  de  celte  équation,  en 
les  considérant  dans  tout  le  plan  et  en  examinant  spécialement  celles 
qui  sont  continues  dans  tout  le  plan,  à  l'exception  d'un  certain  nombre 
de  points  singuliers  logarithmiques  pour  lesquels  on  regarde  comme 
donnés  les  coefficients  correspondants  (satisfaisant  seulement  à  cer- 
taines inégalités);  je  signalerai  ici  le  résultat  suivant  : 

Ces  intégrales  dépendent  seulement  d'une  constante  arbitraire, 
et  une  intégrale  de  cette  sorte  est  déterminée  quand  on  donne  sa 
valeur  en  un  point  du  plan  distinct  des  points  singuliers. 

Après  avoir  étudié  les  intégrales  sur  le  plan  simple,  j'étends  cetl»' 
théorie  au  plan  multiple,  c'est-à-dire  au  plan  recouvert  d'un  certain 
nombre  de  feuillets  formant  une  surface  de  Riemann. 

J'indique,  en  terminant  ce  Chapitre,  que  les  résultais  précédents  re- 
latifs à  l'équation 

lu  =  ke'' 

ne  sont  pas  sans  intérêt  pour  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes;  je 
me  réserve  de  revenir  ultérieurement  sur  cette  application  toute  spé- 
ciale de  la  théorie  générale,  que  j'ai  essayé  de  développer  dans  ce  Mé- 
moire. 

Dans  un  dernier  Chapitre,  j'applique  aux  équations  différentielles 
ordinaires  les  méthodes  d'approximation  dont  je  viens  de  faire  usage. 
Il  est  spécialement  intéressant  de  considérer  un  système  d'équations 
différentielles  de  la  forme 


^j,2     — J  mi:'' 1  y  S"!  y  11    •••ij'/n)i 


et  d'obtenir  un  système  d'intégrales  de  ces  équations,  continues  depuis 
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./•  =  c/  jus<|u'à  X  =  A,  eL})rcnarit  pour  ces  valeurs  extrêmes  des  valeurs 
floniiées. 

I-.es  mêmes  considérations  s'appliqueraient  à  un  système  d'équations 
aux  dérivées  partielles  de  la  forme 

d'-lll  d'il  y  f.      ,  V 

-^2-    +  -J^   =fA'^'0'^   "n    1^11    •••,   Ifm)^ 

â-i/,„        ()'-n,„        j,   ,  , 


(II-'  à  y' 


Moyennant  certaines  hypothèses  très  générales  sur  les  /,  on  peut 
déterminer  un  système  d'intégrales  z^,,  u.,,  .  •  -,  Um  prenant  des  valeurs 

do!iM(''t's  sur  un  contour  (  '  ). 


CHAPITRE  I. 

ÉQUATIONS    DU    TYPE    (A). 


l.    —    Equations  linéaires. 

l .   Parmi  les  écpiations  (A),  considérons  d'abord  le  cas  où  l'équation 
csl  liii(''air('  cl  homogène,  c'est-à-dire  l'équation  de  la  forme 

()-  a        ô-  Il  }  du  du        j. 

</,  r,  /■  ne  (l(''p('ii(IiiMl  ([lie  de  a;et_y. 

(')  J'ai  liiiilc  dans  deux  Cotnmiinications  à  rAcadémie  des  Sciences  de  ques- 
lions  se  i-apportaiil  au  sujet  qui  fait  l'objet  de  ce  travail  {Comptes  rendus, 
lo  déceinhie  r88S  et  ■',.')  sepleuihre  i8<S9).  J'ai  donné  un  résumé  du  présent  Mé- 
moiit;  dans  les  ('oinptcs  rendus  du   li)  janvier  1890. 
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Nous  allons  montrer  d'abord  quil  ne  peut  exister  deux  intc- 
gj-ales  de  cetl-e  équation,  uniformes  et  continues  dans  Vaire  limitée 
par  un  contour  fermé  C,  et  prenant  sur  C  la  même  valeur ,  pour  ku 
que  ce  contour  soit  suffisamment  petit. 

Soit,  en  effet,  u  la  différence  de  ces  deux  intégrales;  u  s'aiiiiulcra 
sur  C. 

On  aura  évidemment 

r    r       fÔ-U  d-U  jdu  du  r      \      J         ] 

l'intégrale  étant  étendue  à  Taire  limitée  par  C  Après  Inlégialioii  par 
parties,  la  relation  précédente  devient 


/•/ 


^/\-^ 
dx 


37-) +"'1^1- 


Je 


n\ 


dx  dv  =  (). 


Si  le  coefficient  de  U'  est  positif  dans  la  région  considéré.',  la  dé- 
monstration est  achevée,  et  n'est  quune  copie  de  ce  que  Ton  fait  pour 
le  cas  classique  de  l'équation  de  Laplace.  Dans  le  cas  général,  un 
artifice  est  nécessaire.  Quelles  que  soient  les  fonctions  réelles  et  conli- 
nues  B'  et  B  de  x  et  j',  on  a 


,/,/[ 


-Vdi'Qu'-)        (9(B'//2) 


djc 


ôy 


d.i:  dy  =  o. 


puisque,  par  hypothèse,  u  s'annule  sur  le  hord. 

Nous  pouvons  donc  écrire,  en  faisant  la  somme  des  deux  dcrnièri' 
équations, 


(>) 


1     r  f[fàa\-        f  <)u\-  r>      <)if     ,       !->'      ait 


Où- 


b- 


^     2  /OB         dB'         ôd         àe  _  A 
\ ôjc         dv         d.v        dy       "^  ) 


dxdv  = 


i)ii      ou 


Nous  avons,  entre  crochets,  une  forme  quadiati<pie  vw  '(•  -y^r  77* 
Klle  sera  définie,  si  l'on  a 


B--hB-<  -^  +  -;- 
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en  posant 

û dd        de        j, 

dx        dy       ''  ' 

Or,  quelle  que  soit  la  fonction  continue  0  (x,  y),  on  peut  déterminer 
deux  fonctions  B  et  B',  telles  que,  dans  le  voisinage  d'un  point  arbi- 
traire P,  on  ait 

(2)  B2-+-B'2-0<^  +  ^. 

Pour  le  montrer,  nous  n'avons  qu'à  remplacer  —  G  par  sa  plus 
g'rande  valeur  absolue.  En  désignant  celle-ci  par  /?z^,  nous  aurons  à  sa- 
tisfaire à  l'égalité 

et  celte  dernière  inégalité  entraînera  évidemment  la  précédente. 

Or  faisons  B'  =  o  et  prenons  B  fonction  de  x  seul  et  satisfaisant  à  la 
relation 

ax  '  ' 

w\  élanl  une  constante  supérieure  à  m"^.  On  aura 

B  =  m,  tang(mLjr  -+-  C), 

i]  étant  une  constante;  donc,  dans  un  intervalle  compris  entre  deux 

|)aiallèlesà  l'axe  des  y,  dont  la  distance  est  moindre  que  —  ?  on  pourra 

certainement  déterminer  B,  de  façon  à  satisfaire  à  la  condition  indi- 
quée. J'ai  discuté  d'ailleurs  cette  inégalité,  avec  un  peu  plus  de  détails, 
dans  un  Mémoire  inséré  aux  Acta  mathemalica,  t.  XII. 

Kn  résumé,  dans  la  région  du  plan  autour  de  P,  pour  laquelle  on 
peut  déterminer  des  fonctions  continues  B  et  B'  satisfaisant  à  l'iné- 
galité (2),  nous  devrons  avoir  nécessairement,  pour  que  l'égalité  (r) 
soit  ])Ossible, 

du  du 

"  =  ^'        ^  =  °'        c)7-  =  «- 

Il  ne  peut  donc  y  avoir,  en  dehors  de  zéro,  de  solution  de  Téquation 
aux  dérivées  [)articlles  s'annulant  sur  le  contour  C  et  restant,  ainsi 
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que  ses  dérivées,  uniforme  et  continue  à  Tintérieur.  Lr  ihéorcîne  est 
donc  démontré. 

On  pourrait  encore  procéder  autrement  :  la  première  des  intéjji"rale.s 
doubles  écrites  plus  haut  peut  aussi  se  remplacer  par 

//[(^)'  "^  (ly  -  ^'^"  ^  -  ^^"  1^-  -  ^'''']  '^-^  '^y  =--  °' 

noiL-^  aurons  donc 

+  2  (B  -  e)u  -^  +  (^_  +  ^  -./  )  „'J  d,dy. 
La  forme  quadratique  entre  crochets  sera  définie  si 

et  Ion  retombe  sur  une  inégalité  qui  se  ramène  immédiatement  à  ecilf 
que  nous  avons  obtenue  plus  haut. 
En  particulier,  si  l'on  a 

d-  -h  e-  -h  /"<  o 

pour   tous  les  points  d'une  certaine  aire,  on  ne  pourra  avoir  (pi'uiic 
solution. 

*2.  La  (piestion,  que  nous  devons  examiner  maintenant,  est  la  qm-s- 
lion  inverse,  c'est-à-dire  la  démonstration  de  l'existence  et  la  détermi- 
mation  de  l'intép^rale  donnée  par  ses  valeurs  sur  un  contour  sufllsam- 
ment  petit  C. 

Nous  allons  chercher  à  appliquer  la  méthode  d'approximations  suc- 
cessives, dont  nous  avons  parlé  dans  rintroduction;  mais,  auparavant, 
commençons  par  étudier  l'équation  suivante 

d-u        â-u        /./         V 
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On  sait  qu'on  peut  trouver  facilement  lintégrale  de  cette  équation, 
restant  continue  clans  un  contour  Cet  s'annulant  sur  ce  contour;  cette 
intégrale  est  donnée  par  la  formule 

u(x,  >')  =  -  —  I  j  /C^,'ri)GCc,'q,x,y)dld-/], 

cette  intégrale  double  étant  étendue  à  Taire  limitée  par  C,  et  G  dési- 
j^nant  la  fonction  de  Green  relative  à  C  et  au  point  (a:,  y). 

Approfondissons  Tétude  de  cette  fonction  u{x^y^.  Tout  d'abord 
on  peut  trouver  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  u.  Si,  en 
cU'el,  F  est  le  module  maximum  de/(j;,  j^)  dans  C,  on  aura 

I"l<  —  /  /  G(^,  Y],  x,y)d\dr^  =  F.A, 

en  désignant  par  A  1  intégrale  double,  divisée  par  27:;  A  dépend  de 
./;  et  >',  mais  a  un  certain  maximum  quand  le  point  (a;,  y^  se  déplace 
dans  Taire  limitée  par  C;  ce  maximum  M  tend  vers  zéro  quand  Taire 
tend  vers  zéro. 

La  fonction  m(j7,  y)  a  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre;  pre- 
nons la  dérivée  par  rapport  à  x\  elle  est  donnée  par  la  formule 


â 


l=-i,fff(lry£<né, 


Cette  intégrale  double  a  un  sens,  parfaitement  déterminé,  f|uand  le 
point  (x,y)  est  à  Tinlérieur  de  Taire;  en  effet,  G(i,  y;,  x,  y)  est  dé- 
linie  par  cette  condition,  d'être  une  fonction  liarmonique  de  H  et  r^ 
s'annulant  sur  le  contour  C,  continue  à  l'intérieur  de  C,  sauf  au  point 
(x,y),  où  elle  devient  infmie  comme 

-iios[Ci-xy+(v,-yr-\. 

On  a  donc 

la  fonction  g  étant  continue  dans  C  et  prenant  sur  le  contour  la  valeur 
^\o^[(^  —  xf -h('fl  —  y)'-\.  La  fonction  g  a  donc  des  dérivées   par- 
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tielles  ~  et  -y^  parfaitement  déterminées,  et  -j— >  par  exemple,  devient 
infinie,  pour  E  ^  ic,  yj  =  y,  comme 


(ï-^)^-h(T,_y)^ 

et,  par  suite,  Tintégrale  double  écrite  plus  haut  a  un  sens  bien  déter- 

du 
dx 


miné.  On  démontre  d'ailleurs  aisément  qu'elle  représente  -r— ■ 


11  est  essentiel,  pour  la  suite,  d'obtenir  une  limite  supérieure  de 
et 


Ou 
dx 


-T-,  •  Or  supposons  d'abord  que  le  contour  C  se  réduise  à  un  cercle. 

Dans  ce  cas,  on  a  facilement  la  fonction  G.  Désignons  par  11  le  rayon 
du  cercle,  par  a  la  distance  du  point  (^,y)  au  centre  du  cercle;  soit  de 
plus  (x,,y,)  le  conjugué  de  A,  par  rapport  au  cercle  A.  En  appelant 
P  le  point  arbitraire  (^,  7]),  on  a 

G  =  -ilog[($-x)»  +  (r,-7)=]  +  log(^). 

Nous  voulons  nous  rendre  compte  que 

a  un  maximum  (fini),  quand  (x,  y)  décrit  Taire  limitée  par  (1.  Or 

y-^  se  compose  de  deux  parties.  En  substituant  chacun  de  ces  deux 

termes,  on  voit  immédiatement  que  cette  intégrale  reste  toujours  linic 
et  ne  dépasse  pas  une  limite  assignable,  quelle  que  soit  la  position  du 
point  (.^,,x)  dans  l'aire  considérée.  Nous  représenterons  par  N  le 
mavimum  des  deux  intégrales  dans  cette  aire 


N  tendra  vers  zéro,  en  même  leiiqts  (|ue  Taire. 


dz  dr^  ; 
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du 


du 


11  en  résulte  que   3-  j  6t    -t-    sont  moindres  que  FN. 

\ous  avons  trouvé  plus  haut  que  |  m  |  <C  FM.  Ainsi  u  et  ses  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  ont  leur  module  limité  à  l'aide  du  seul 
module  maximum  F  de  la  fonction/;  M  et  X  sont  indépendants  de 
cette  fonction,  ils  ne  dépendent  que  du  contour  C,  ils  varient  d'une 
manière  continue  avec  ce  contour,  et  tendent  vers  zéro  en  même  temps 
(jue  lui. 

La  même  conclusion  subsiste  évidemment  pour  un  contour  quel- 
conque, puiscpi^une  transformation  conforme  permet  toujours  de  passer 
d'un  tel  contour  à  un  cercle. 

5.  l\evenons  maintenant  à  la  méthode  d'approximations  successives. 
Xous  écrivons  l'équation 


.  ait  j  du  / .  d^  i(        d-u 

\u  =z  a  ^-  -\-  0 -^ — h  eu  Aw  =^  -r-^  H-  -T-T- 

dx  dy  \  dju-         dy^ 

ï^onformément  à  ce  que  nous  avons  dit  d'une  manière  générale,  nous 
devons  considérer  les  équations  successives,  où,  pour  simpHfier,  nous 
partons  de  ?/,  =  o, 

A^/o  —  (>, 

.  difo         j  du.^ 

AU,  -^  a  -r—'  H-  o  -1-^  H-  cu^, 
•^  dx  dy 


\u„  =  a       "      H-  b  -^^  +  eu. 


djc  dy 

O.!  intègre  chaque  équation  en  se  donnant  la  valeur  de  1  intégrale 
le  long  d'un  contour  C;  cette  succession  continue  de  valeurs  est  la 
même  pour  toutes  les  équations  :  u.^  est  déterminée  par  la  piemière 
é(juation;  la  fonction  continue 

dwo        J  du^ 
a  -r^  -h  a  — -  -h  eu., 
d.r  ay 


I  )• 
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iiiira,  dans  l'aire  limitée  par  C,  un  certain  maximum,  que  nous  dési- 
i;nerons  par  F.  i\ous  pouvons  aux  équations  précédentes  subslilui'r 
en  posant 


'^3- 

IU_ 

=  P3,              ...,              Ua--Un-i=^\ 

* 

'            dx             dy             -' 

At.-„  =  a  — f--  4-  b  —^  -4-  rv,,. 

or  ()v 


Tous  les  V  s'annulent  sur  le  contour.  On  aura  donc,  d'après  ce  (jui 
précède, 


P3 1  <  MF, 


dx 

et 

<NF. 


Soient  maintenant  A,  B,  C  les  valeurs  absolues  maxima  de  a,  b,  c^ 
nous  avons 


a-^  -h  b  --^  -h  CP3 
dx  ay 


<(AN  +  BN  +  CM)F. 


Par  suite,  on  aura,  pour  p,,, 


dx 


P,  |<M(AN  +  B>i  +  CM)F, 


et 


dy 


<N(AN  +  BN-hCM)F. 


I) 


onc 


«3 \-  b h  cv. 

dx  dy 


<(AN+  BN  +  CM)-F, 
cl  il  est  clair  qu'on  aura,  d'une  manière  générale, 


(.'„  |<  M(AN  4- B\  +  CM)"-' F, 


<N(AN-i-BN  +  CM)"  'F. 


dx 

Cl      *' 

1  à  y 
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\oiis  avons  à  chercher  si  w„  tend  vers  une  limite  quand  /iaugmenlo 
indéfiniment.  On  voit  qu'il  en  sera  certainement  ainsi  si 

AN-^BX+CM<i 

et  cette  condition  sera  remplie  si  le  contour  est  suffisamment  petit, 
car  M  et  \  seront  alors  eux-mêmes  très  petits. 

Supposons  donc  cette  inégalité  vérifiée  ;  nous  pouvons  représenter 
la  limite  de  u^  par  la  série 

Il  =  u.,  -I-  Pj  -)_  f^  -+-  .  .  .  _[-  c^^  -h . . . . 

Ce  sera  une  fonction  continue  de  x  et  y\  ayant  des  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  représentées,  d'après  ce  qui  précède,  par  les 

séries 

Ou  diu        di'z  di'n 

ÔJr         da-         dx        '  '  '        dx        '  *  *  ' 

du  duz        di\    ^  àv,i 

dy         dy         dy        ••  •         ^y 

La  fonction  u  prendra  sur  C  les  mêmes  valeurs  que  u.,.  c'est-à-dire 
la  succession  donnée  de  valeurs. 

D'autre  part,  puisqu'on  a  d'une  manière  générale 

u,,  =  -^ff[aC,rn)'^^b(lr,)'-^+c(lr,)u] 
X  (t(H,  Y),  X,  j)^^c?rp 

on  aura  évidemment 

(  X  G(^,rp  x,y)d^dr^. 

\)f  là  peut  se  conclui-e  (jne  la  fonction  u(x,  y)  satisfait  à  l'inpia- 
lion 

/&\  .  Ou         1  du 

(?)  Su  =  a^  +  h-^_-^cu, 

mais  cCsl  un  point  (pii  demande  quelques  explications. 
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i.   Revenons  un  moment  à  l'équation 

considérée  au  n"  2.  Nous  avons  rap[)elé  qu'on  trouvait  l'intéi^rale  de 
cette  équation  s'annulant  sur  le  l)ord,  à  Taide  de  la  formule 

Cette  fonction  a  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  -p>  y:  doni 

nous  avons  donné  la  valeur;  dans  tout  ceci,  aucune  hypothèse  spéciali' 
n'est  à  faire  sur  la  fonction  /(ic,  y),  si  ce  n'est  qu'elle  est  continue.  Il 
n'en  est  pas  de  même  quand  on  veut  aborder  l'élude  des  dérivées  se- 
condes de  la  fonction  u.  On  suppose  généralement,  en  abordant  ce 

point,  qne y  a  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  -y-  t't  —■>  elles- 
mêmes  continues,  et  alors  on  établit  sans  peine  l'existence  des  dérivées 
secondes  et  la  relation 

A  la  vérité,  l'hypothèse  de  l'existence  des  dérivées  partielles  n'est 
pas  indispensable,  et,  d'après  M.  Hcilder,  que  cite  M.  Harnack  dans 
son  Ouvrage  Sur  le  potentiel  logarithmique^  il  suffit,  pour  pouvoir 
arriver  aux  conclusions  précédentes,  (pie  la  valeur  absolue  de  la  diffé- 
rence/(.r,  ,  JKi  )  ~  /(-^oj  ^o)  soit  moindre  que  Ar^^,  A  et  ijl  étant  deux 
constantes  positives,  et  r  la  distance  de  (ut,,  y,)  et  (x^,  ^o)- 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  seule  continuité  de  la  fonction /"(x,  j)  ne 
parait  pas  suffisante  pour  établir  que  u  a  des  dérivées  secondes,  et  sa- 
tisfait à  l'équation  ^.u  =  /. 

Nous  ne  pouvons  donc,  sans  quelques  hypothèses,  passer  de  la  l'eia- 
tion  (a)  à  la  relation  (P)  du  précédent  paragraphe. 

Dans  le  cas  oùy*(a;,  y)  a  des  dérivées  continues  dans  G  et  intég;ra- 
bles,  on  étabht,  avons-nous  dit,  que  la  fonction  «(j;,  y)  a  des  dérivées 
du  second  ordre,  continues  dans  C,  et  satisfaisant  à  IVnpiation  A//  =./• 
J'ajoute  que  ces  dérivées  secondes  restent  continues,  même  (juand  le 
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point  (ic,  y)  s'approche  indéfiniment  d'un  point  du  contour  G  :  c'est  ce 
qu'on  vérifiera  facilement  pour  le  cas  où  G  est  un  cercle;  car  alors 
la  fonction  G  s'exprime,  comme  nous  l'avons  vu,  à  Taide  de  loj^a- 
rithmes.  De  plus,  on  peut  trouver  une  limite  pour  les  valeurs  absolues 
des  dérivées  secondes  de  w;  en  désignant,  comme  plus  haut,  par  F  la 
valeur  absolue  maxima  de  f(.x,  y)  et  en  appelant  F,  la  valeur  absolue 

maxima  de  7^  et-^^?  on  aura,  pour  limite  supérieure  des  valeurs  des 

dérivées  secondes, 

aF-+^M,F,. 

X  et  M,  sont  deux  quantités  positives  qui  ne  dépendent  pas  de  la  fonc- 
tion /;  la  seconde  tend  vers  zéro  quand  la  courbe  G  tend  vers  zéro. 

Geci  posé,  revenons  à  la  succession  des  équations  donnant  w^,  ^•3, 
r,,,  ...;  nous  supposerons  que  u.^  et  ses  dérivées  partielles,  premières 
et  secondes,  sont  continues  à  rintérieur  de  G  et  sur  G.  Nous  calculons 
alors  P3  au  moyen  de  l'équation 


(h/. 2  7  à'f-2 

dx  ôy 


AP3  =  a  -^  -h  h -^  +  eu.,. 


i^our  pouvoir  affirmer  que  c.,  a  des  dérivées  secondes  jouissant  de 
la  propriété  indiquée,  il  faut  que  le  second  membre  ait  des  dérivées 
]iremières;  d'où  riiypothcse  nécessaire,  que  a,  b,  c  aient  des  dérivées 
|)artielles  du  premier  ordre  continues. 

Gherclîons  à  avoir  une  limite  des  dérivées  secondes  de  Cj,  c,,,  ...,  („. 

Soient  Fie  module  maximum  de  a  ^  -+-  h  ~~  -+-  en.,,  et  F,  celui  de 
ses  dérivées  du  premier  ordre;  nous  aurons,  d'après  ce  qui  précède, 

1^^3|<MF, 


djc 


<NF,        j^*  <aF4-M,F 


l^assons  à  <',,  qui  satisfait  à  Téquation 

lv^  =  a^ \-  h  -. h  n  ... 

ot  Oy  •' 

ÎjC    second     niemi)n'    de    cette   é(jU'ilioii   ;i    pour  liuiilc   supérieure 
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l'expression  déjà  considérée 

fAN^B\4-CM)F, 

et  pour  ses  dérivées  premières  iino  expression  de  la  forme 

F(AA'-hNB'4-MC';-f-M,D'F,, 

A',  H',  C,  D'  étant  des  constantes  ne  dépendant  que  des  limites  su- 
périeures de  «,  h,  c  et  de  leurs  dérivées  premières. 

On  passera  donc  des  limites  supérieures  de  p,  et  de  ses  dérivées 
premières  et  secondes  aux  limites  relatives  à  v„,  en  remplaçant  F  et  F, 
respectivement  par 

(A\^B\^-CM)F. 

(A A'  ^  \B  4-  MC  )F  +  M,  D  F, . 

Désignons  cette  substitution  linéaire  par 

(F,  F,.  y.¥.aV  +  '^¥,). 

11  faudra  faire  n  fois  la  substitution,  pour  obtenir  les  limites  rela- 
tives à  PVi+3  et  à  ses  dérivées  premières  et  secondes.  Par  suite,  la  limite 
supérieure  pour  les  dérivées  secondes  de  v^^^  sera 

Aa"  F  -T-  M,  \aV(%"  -h  a""'  3  —  a"-  ,3-  -h ...  ^  .3"  )  -h  ^"   '  F,  ). 

Or  a  et  ^  sont  très  petits,  si  le  contour  est  suffisamment  petit.  La 
série  dont  le  terme  général  est 

^     ou    ^ 

sera  donc  convergente,  si  a  et  [5l  sont  moindres  que  l'unité.  Il  en  ré- 
sulte que  la  fonction  u(.v,  r)  a  des  dérivées  secondes,  elles-mêmes 
continues  dans  Faire  C;  par  suite,  la  fonction 

d'i        7  Ou 
a  ^ — ^-  />  ^ — t-  eu 
ôx  a  y 
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a  des  dérivés  premières:  et  de  la  relation 


nous  pouvons  enfin  conclure,  en  toute  rigueur. 

(1-  Il         ()-  Il  àii         j  du 

-r-T  -i — r^  ^  ^-f  -; !-  '^  ^i \-  eu. 

OJc-         (Jy-  Ox  Ov 

3.   On  voit  que  la  présence  des  dérivées  partielles  -r-  et  -y-  entraîne 

à  quelques  longueurs  dans  la  démonstration,  surtout  pour  le  dernier 
point.  Dans  le  cas  où  réc|uation  se  réduit  à 

à- Il         (Pu  

Or-        Ov'  ' 

le  paragraphe  précédent  est  inutile;  car  de  la  relation 

u  =—  ^  /   /  G(;,  rp  x,y)  c(  ;,  r,  )  uCz,  r^)  dldr^, 

on  peut,  cette  fois,  conclure  à  Féquation  différentielle,  si  Ton  suppose 
que  la  fonction  c(x,y)  a  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

II.    —    Equations  >on  linéaires. 

(}.   Examinons  maintenant,  d'une  manière  plus  générale,  les  équa- 
tions 

()-  u         à-  Il         T-.  /        i)ii     (hi  \ 

et  cherchons  ce  que  donneront  les  approximations  successives.  Nous 
considérons  les  équations 

.  r^  /         dUi     diii  \ 

\u.,=  F{u„^,-^,u;yy 

Oiii     du., 


.  r^  /  Oii.^     on.,  \ 

A»,=  F(«,,^,-j^,x,>-j. 
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On  peut,  sans  diminuer  la  généralité,  supposer  que  nous  fassions 
toutes  les  in té^i^ra lions  successives,  en  supposant  que  u  s'annule  sur  le 
contour.  Pour  bien  fixer  les  idées,  nous  supposerons  d'abord  ([uc, 
(.X*,  y)  restant  dans  une  certaine  réj,âon  cju  plan,  la  fonction 

F(w,  r,  w,x,  y), 

reste  finie  et  bien  déterminée  quand  u^  v^  cp  restent  compris  entre  —  L 
et  -h  L,  L  étant  une  certaine  constante  positive.  Dans  ces  conditions 

In  fonction  Fa  un  certain  maximum  a:  les  valeurs  absolues  de  w.,,  -— ', 

'  -        ().T 

-T-^  seront  moindres  que  p. M,  et  [jl\(M  et  N  ayant  les  mêmes  significa- 
tions qu'au  n**  2).  On  part  évidemment  dune  fonction  w,,  pourla(|uelle 
//,.  -j^  et  -T-4  restent  compris  entre  —  L  et  H-  L.  Si  donc 

[xM<L,         u\<L. 

u.,^  -y-^  et  ^  seront  compris  entre  —  L  et  -h  L;   or  iNI  el    \   Iciidciit 

vers  zéro  avec  le  contour  G.  En  prenant  celui-ci  assez  petil,  nous 
pouvons  donc  supposer  les  inégalités  précédentes  vérifiées:  on  eu  con- 
clut, de  proche  en  proche,  que,  pour  toute  valeur  de  //, 

àlln  .         àUn 

oj.-  il  y 

seront  compris  entre  —  L  et  +  L. 
Ceci  posé,  considérons  les  équations 

A.,  =  F(«„_„  ^-S  ^,  .,,y)  -  h  [,,„.._.  -^,  -^<  ■'■,)■). 
en  posant 

C'.,  =--:  U.,  —  IL,.  ....  V„  =  U„  —  //„_,  . 
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Or  introduisons  ici  une  nouvelle  hypothèse  sur  la  fonction 

F(w,  V,  w,  X,  y)\ 
je  supposerai  que,  pour  deux  systèmes  de  valeurs 

compris    dans  lintervalle   (— L,  +  L),    on  puisse   déterminer   trois 
constantes  positives  A,  B,  C,  telles  que 

I  F(m,,  ^-o,  w.„  X,  y)  -  F(  z/, ,  P, ,  w, ,  ./;,  y)  \ 
<  A I  Mo  —  -w,  j  -h  B  i  ^2  —  c,  I  H-  C  I  iVo  —  iv,  |. 

Otte   condition  sera  évidemment  remplie,  en  particulier,  si  la  fonc- 
tion F  a  des  dérivées  partielles  par  rapport  à  w,  c,  w. 

I^e  second  membre  de  l'équation,  donnant  d'une   manière  générale 
A(„,  sera  donc  moindre  alors,  en  valeur  absolue,  que 


A|c„_.  I+B 


(h-„ 


d-r 


C 


dv 


11  n'y  a,  par  suite,  rien  à  changer  aux  raisonnements  faits  précé- 
demment pour  établir  que  v,,  tend  vers  zéro  et  que  la  série 

u.,^  i-, -h.  ..-h  r„  +  . .  . 

est  convergentt^,  si  le  contour  est  suffisamment  petit,  c  est-à-dire  (jue  u,^ 
tend,  dans  ces  conditions,  vers  une  limite  u. 

Cette  fonction  //(./•,  j-)  a  des  dérivées  partielles  du  j)remier  ordre; 
pour  élal)lir  qu  elle  a  des  dérivées  du  second  ordre,  on  procédera 
encore  comme  plus  haut;  mais  il  faut  faire  l'hypothèse  que 

F('m,  V,  vv,  x,y) 

a  iU''^  d(''i'ivées  partielles  du  premier  orche  [)ar  ia[»[i«»il  aux  einii  lellies 
dont  elle  df'pend.  On  eonclura  ('utin  de  là  (|ne 


,  ,  -,  /       ()ii    ()ti  \ 
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Nous  devons  ajouter  une  remarque  importante.  On  vient  de  trouver 
une  intégrale  d'e  Téquation 


.  171  /      Oit     au  \ 


continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres,  à 
rintéiicur  de  C,  et  prenant  sur  C  une  succession  continue  donnée  de 
valeurs;  mais  nous  n'avons  pas  démontré  ici,  d'une  manière  g^énérale. 
que  cette  solution  est  unique,  même  si  le  contour  est  suffisamment 
petit. 

Ici  encore,  comme  dans  le  cas  des  équations  linéaires,  un  cas  très 
simple  est  celui  où  F  ne  dépend  que  de  u,  x,  y.  Arrêtons-nous  un  mo- 
ment sur  cette  équation 

0-u        d-u       j^. 

qui  fera,  dans  un  autre  Chapitre,  rohjet  d'un  exanicn  approfondi. 

On  a  dit  (pie  la  limite  de  u^  tendait  vers  une  limite  u(x-,y),  qui  a 
des  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Cette  équation  satisfait  à  la 
relation 

"(-■•>,)  =  -  ^j'f(ia,r,.,,y)F[aa.  V»-  î-  r,\dh/r,. 

De  là  se  conclut  que  u(./:,  y)  a  des  dérivées  partielles  du  second 

ordre,  si  1  on  suppose  que  y»  y-  et  y-  existent.  Ajoutons  que,  si  Fa 

des  dérivées  partielles  secondes,  u(.€,y)  aura  des  dérivées  partielles 
troisièmes  continues  dans  Taire  limitée  par  C,  et,  d'une  manière  géné- 
rale, si  F  a  des  dérivées  partielles  jusqu'à  Tordre  n  —  i,  la  fonction 
a(j:j  y)  aura  des  dérivées  partielles  jusqu'à  Tordre  n  continues  dans  C. 
Cette  remarque  nous  sera  utile  dans  la  suite;  elle  se  démontre  immé- 
diatement l'u  int(''i,n"anl  successivement  par  parties  sous  le  signe  d'inté- 
gration. 
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CHAPITRE  II. 

ÉQUATIONS    DU    TYPE    (  B  ). 


1.  Parmi  les   équations   (B),.  il  suffira   de    considérer  l'équation 

linéaire 

d'-z  dz        j  dz. 

car.  cette  équation  une  fois  traitée,  il  suffirait  de  reprendre  les  mêmes 
raisonnements  que  plus  haut,  pour  traiter  de  Téquation  plus  générale 


^(r-di'ry''-^y)- 


Il  ne  peut  être  question  ici  de  déterminer  une  intégrale  par  ses  va- 
leiiis  le  long  d'un  contour  fermé;  nous  avons  à  étudier  la  méthode 
d'ap[)ro\imations  successives,  au  point  de  vue  de  la  détermination  de 
l'intégrale  générale. 

Considérons  dans  le  plan  (Ox,  Oy)  un  arc  d'une  courbe  quelconque 


Fiîî.  I. 


/l        « 


C.  (//i'.  I  ),pourlequel  nous  supposons  seulement  qu'une  quelconque  des 
coordonnées  est  une  fonction  continue  de  l'autre,  et  variant- toujours 
dans  le  méine  sens.  Nous  voulonsobtenirFintégrale  de  l'équation  f  I  )pour 
lacjiiellr  les  dérivées  partielles  -r^  et  ^  prennent  sur  C  une  succession 
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donnée  de  valeurs,  et  qui  en  un  point  A  de  C  prend  une  valeur  don- 
née a. 

On  traitera  d'abord  le  problème  pour  Tcquation 

-— •-  =  o 
dx  à  Y  ' 

ce  qui  sera  immédiat.  Soit  z^  cette  solution;  on  doit  considérer  alors 

Téqualion 

d-z-,  âz-i        j  âz, 

-, — i-  =  a  -. h  o  ^  -h  cz.. 

Ox  0  Y  ux  oy 


On  clierchera  Fintégrale  de  cette  équation  en  z.,^  pour  la(|uelle  -— ' 

et  -^  s'annulent  sur  C  et  qui  s'annule  elle-même  en  A.  On  considc-rcia 
<)y  A 

ensuite  l'équation  en  z.^^ 


()x  dy  dx  ôy 

({ue  Ton  intégrera  dans  les  mêmes  conditions,  et  Ton  continuera  ainsi 
indéfiniment.  Il  s'agit  maintenant  d'étudier  la  série 

{•>.)  z,  ^z,-^z,^...-hz^-¥-... 

et  de  voir  si  elle  donne  la  solution  du  problème  proposé.  Cette  façon 
de  procéder  ne  diffère  évidemment  que  par  la  notation  de  cell»'  à 
la(juelle  conduisent  les  approximations  successives  indiquées  dans  l'In- 
troduclion. 

2.   Remarquons  auparavant  que  la  solution  de  l'équation 

dx  dy 

est  immédiate  si,  sur  C,  on  se  donne  ^  en  fonction  de  ./•,  el  -^  en 

a  i-  oy 

fonction  de  j-. 
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Soient  o(j?)  ol  'i'(y)  ces  deux  fonctions.  On  aura  évidemment 

en  désignant  par  x^  et  j-^  les  coordonnées  de  A. 
Soit,  d'autre  part,  l'équation 

où  F  est  une  fonction  continue  de  x  ai  y.  L'intégrale  de  cette  équation 

dz       d~ 
s'annulant  en  A,  et  pour  laquelle  ^  et  -r^  sont  nulles  sur  C,  peut  se 

représenter  de  la  manière  suivante  :  soit  P  un  point  de  coordonnées  x 
et  )';  menons  par  ce  point  des  parallèles  aux  axes  rencontrant  la  courbe 
en  M  et  N  :  l'intégrale  cherchée  sera  représentée  par  l'intégrale  double 

étendue  au  triangle  curviligne  PMJN. 

On  suppose,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  que  de  A  en  B  sur  l'arc  C  une 
(juelconque  des  coordonnées  est  fonction  continue  de  l'autre  et  variant 
toujours  dans  le  môme  sens  (en  croissant,  dans  le  cas  de  la  figure). 

(^leci  posé,  supposons  c{ue  le  point  P  reste  dans  le  rectangle  AB  A'  B', 
et  soient  AB'=  a,  BB'=  [^;  nous  allons  chercher  une  limite  supérieure 
des  différents  termes  de  la  série  (2).  Désignons  par  M  la  valeur  al)- 
solue  maxima  de 

()z,  ,  ()z, 

dans  le  rectangle  ABA'B'.  On  aura  alors 


U^^KMaf;,       ^£  <Mfi, 


ôz, 
dy 


<Ma. 


Soient  d'autre  part  A,  B,  C  les  valeurs  absolues  maxima  des  fonc- 
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lions  a,  è,  c  dans  le  même  rectangle,  il  en  résulte  que 

\a  ^-^  ^  Z;  ^  ^  c::o  j  <  M  [A3  -^  Ba  -^  Ca3  1. 

Par  conséquent 
I  ^,  I  <  Ml  A  3  -  Ba  +  Ca3  1  a3.  ^  j  <  M[A3  +  Ba  -^  Ca3]  3. 

En  continuant  ainsi,  on  arrive  d'une  manière  générale  à 

|i:J<M[A.3-Ba-f-Ca3J"-a3. 

Il  s'ensuit  que  les  termes  de  la  série  (2)  peuvent  être  comparés  à 
ceux  d'une  progression  géométrique  ;  si  donc 

(3)  A3  +  Ba^Ca3<i, 

la  série  (  2)  et  les  deux  séries 


dx     '    ôx 

dx 

âzi        dz-i 
dy         dv  ^' 

dy 

convergeront.  Quant  à  la  condition  (3),  elle  sera  évidemment  vérifiée, 
si  le  point  B  est  pris  suffisamment  voisin  de  A.  Les  séries  converge- 
ront à  l'intérieur  du  rectangle  AB  A'B'.  La  fonction  j  limite  de  la  série 
j,  —  z.^  — . .  .-I-  z,i-\-. . .  aura  évidemment  des   dérivées    partielles  du 

rdre , 
Téquation 


premier  ordre,  et  la  dérivée   seconde        T"  ;  de  plus  elle  satisfera   à 


dz  dz        ,  dz 

-. — ^  =  a  -y-  ^  o  -^ — \-  cz. 
dx  dv  dx  dv 

5.  Ainsi,  sous  les  hypothèses  faites,  nous  avons  pour  l'équation  aux 
dérivées  partielles  proposée  une  intégrale  r  qui  prend  en  un  point  A 
de  la  courbe  une  valeur  donnée,  et  pour  laquelle  les  dérivées  partielles 

Journ.  de  Math.  {\'  série),  tome  VI.  —  Fasc.  Il,  1890.  ^2 
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^  et  ^  prennent  respectivement  sur  C  une  succession  continue  donnée 

de  valeurs.  Ces  fonctions  Z'(x)  et  'l(y)  de  notre  analyse  ne  sont  assu- 
jetties qu'à  la  seule  condition  d'être  continues.  Remarquons  que  z. 

'Ll,  'Ll  sont  des  fonctions  continues  de  x  et  y,  même  quand  on  tra- 
dx     ôy  •'  y  z 

icrsc  l'arc  C;  il  y  a  là  un  point  intéressant  de  la  théorie  des  équations 

aux  dérivées  partielles  sur  lequel  il  est  bon  d'insister.  L  ne  intégrale  j 

d'une  équation  linéaire  du  second  ordre  aux  dérivées  partielles  est, 

dit-on  d'une  manière  générale,  déterminée  quand  on  se  donne  les  valeurs 

de  r  et  de  -r^  sur  une  courbe  C  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  valeurs 

or  ^ 

de  —  et  de  -r^  sur  cette  courbe  et  la  valeur  de  z  en  un  point  particulier 
dx  oy 

de  C.  Mais  cette  conception  générale  de  l'intégrale  n'est  valable  que 
pour  une  courbe  C  tracée  dans  une  région  du  plan  où  les  caractéristi- 
ques sont  réelles,  c'est-à-dire  que  dans  ce  cas,  seulement,  on  est  assuré 
d'avoir  une  intégrale  satisfaisant  aux  conditions  données,  et  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  quand  on  traverse 

l'arc  C;  notre  analyse  précédente  montre  bien  nettement  que  r,  -^  et 
^  restent  continues  au  passage  par  C.  Il  en  est  tout  autrement  quand 

les  caractéristiques  sont  imaginaires.  Il  suffira,  pour  le  voir,  de  prendre 
l'exemple  simple  de  l'équation 

Il  ne  peut  y  avoir,  en  général,  de  solution  de  cette  équation,   con- 
tinue dans  le  rectangle  ABA'li',  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du 

premier  ordre,  et  pour  laquelle  -r^  et  -^  prennent  sur  l'arc  AB  la  suc- 
cession de  valeurs  désignées  plus  haut  par  z>(jc)  et  'i^(>'),  ces  der- 
nières fonctions  n'étant  assujetties  qu'à  la  condition  d'être  continues. 
On  pourrait,  en  effet,  dans  le  cas  contraire,  former  une  fonction  ana- 

lyti([ue 

z  —  iz,. 

qui  serait  holomoi'plir  flans  le  rectangle  considéré;  la  partie  réelle  de 
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cette  fonclion  serait  arljitrairc  sur  lare  de  courbe  AB,  ce  qui  est  im- 
possible, puisqu'une  fonction  holomorphe  déterminée  sur  un  arc  de 
courbe,  si  petit  qu'il  soit,  ne  peut  être  étendue  que  d'une  seule  ma- 
nière. 

Ainsi  la  démonstration,  qui  vient  d'être  donnée  relativement  à  l  exis- 
tence de  rintégrale  de  l'équation 

d'z  Oz        ,  àz 


ÔJi-  ây  ()u-  Or 

et  à  son  développement  en  série,  permet  d'aborder  une  (juestion 
qu'on  laisse  nécessairement  de  côté,  quand  on  suppose  que  a,  h,  c  sont 
des  fonctions  analytiques  et  que  les  conditions  aux  limites  sont  expri- 
mées aussi  au  moyen  de  fonctions  analytiques. 

4.  L'équation  linéaire 

à'z  âz  j    ôz 

ox  Oy  ox  ây 

a  fait  l'objet  d'un  très  remarquable  Cliapitre  de  M.  Darboux,  dans  ses 
Leçons  sur  la  tliéorie  des  surfaces  (t.  II,  Cliap.  IV).  Suivant  une 
idée  de  Riemann,  M.  Darboux  ramène  l'intégration  de  cette  équation 
à  la  rechercbe  d'une  solution  particulière  z\  cette  intégrale  z  est  dé- 
terminée par  cette  condition  de  se  réduirepour  x  =  Xo  à  une  fonclion 
donnée  '>p(y),  et  pour  j^  — >^o  ^  une  fonction  donnée  o(j7).  M.  Darboux 
établit  l'existence  d'une  telle  solution,  en  supposant  que  «,  ^,  c  sont  des 
fonctions  analytiques  de  x  et  j^',  ainsi  que  o  et  •]^,  et  il  se  sert,  comme 
intermédiaire,  d'une  équation  célèbre  considérée  par  Euler  et  Poisson. 
En  restant  à  notre  point  de  vue  des  approximations  successives,  la  dé- 
monstration de  l'existence  d'une  telle  solution  ;  est  bien  facile,  sans 
faire  d'ailleurs  sur  «,  h,  c,  ^  et  (j»  d'autre  hypothèse  que  celle  de  la 
continuité.  [On  a  évidemment  9(^0)  =  K/o)?  et  Ton  suppose  que  o  et 
'j»  ont  des  dérivées  premières.] 
Partons  de 

ZiL  _  . 
dxâv  ~    ' 
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en  rintégrant  avec  les  conditions  données,  d"où 

z^  =  ^(x)-^  •L(y)  —  ^(xo). 

Il  faut  ensuite,  d'une  manière  générale,  trouver  une  intégrale  de 
l'équation 

/"étant  une  fonction  connue,  et  telle  que  z„  s'annule  pour  x  =  x^,  quel 
que  soit  y,  et  pour  y  =  J'o  quel  que  soit  x.  Cette  solution  est  donnée 
par 


Soit  M  le  module  maximum  de  j,,  -^  et  ^'  dans  un  rectangle,  pa- 

rallèle  aux  axes,  ayant  pour  centre  (x^,  y^)  et  des  côtés  de  longueurs  a 

et  3;  le  module  de  a.^  -h  h  -^  ■+-  cz,  sera  moindre  que  KM.  Donc  on 
'  •    âx  or  ^ 


a  T'our  \  z.,  |,  [  ^^ 

et 

ày 

la  limite  i 

Hipérieure 

KMa^. 

On  aura  pareillement  pour  |  z^  |, 

dx 

et 

ày 

K^M(a,3)2 

et,  pour  1  -„  1  et  ses  dérivées  du  premier  ordre 

M(Iv 

"4)' 

la  limite  supérieure 


On  en  conclut  la  convergence  de  la  série 
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et  de  ses  dérivées  du  premier  ordre,  si  Kafl  <  i ,  ce  qui  est  vérifié  si 
le  rectangle  e^t  suffisamment  petit.  La  démonstration  est  donc  com- 
plète, sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  davantage. 


CHAPITRE  III. 


]    _   De  l'équation  1u  =  F( u,x',y). 

Le  théorème  démontré  au  début  du  Chapitre  I  est  relatif  au  cas  où 
l'aire  considérée  est  suffisamment  petite.  Occupons-nous  maintcuant 
déclasses  d'équations  où  ce  théorème  soit  exact  sans  restriction.  Re- 
prenons l'équation 

1.  Voici  un  cas  étendu  dans  lequel  il  ne  pourra  y  avoir  plus  d'une 
intégrale  continue  prenant  une  succession  de  valeurs  sur  un  contour. 
Soient  w,  et  u.,  deux  telles  intégrales;  on  aura 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  posant  u^  —  il,  =  t*, 

en  désignantpar  u,,  v,,  w,  des  quantités  intermédiaires  respectivement 
entre  «.  et  ..„  ^  et  ^,  ^  et  |^.  Nous  pouvons  considérer  les  coef- 
ficients de  c,  -^  et  ^  comme  des  fonctions  de  x  et  y,  et  nous  avons 
ojc       oy 
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alors  une  équation  linéaire  en  c,  avec  une  intégrale  f  qui  s'annule  sur 
le  bord.  Cette  intégrale  sera  nécessairement  nulle,  d'après  le  n"  1  du 
Chapitre  1,  si  Ton  a 

quels  que  soient  u,  c,  w,  et  pour  toute  valeur  de  x  ci  y  dans  la  région 

considérée  du  plan.    En  particulier,   si  F  ne  renferme  pas -r— et  —, 

cette  relation  exprimera  que  F  croît  toujours  avec  u.  Nous  allons  donc 
considérer  spécialement  l'équation  suivante  : 

F  étant  une  fonction  de  u,  x  et  y,  sur  laquelle  diverses  hypothèses 
doivent  être  faites.  \ous  supposons  d'abord  que  la  fonction  F  soit  bien 
déterminée  et  finie  pour  toute  valeur  réelle  de  w,  x  et  j',  et  quelle  soit 
positùe ;  de  plus  elle  croît  toujours  avec  u. 

Dans  ces  conditions,  je  vais  d'abord  démontrer  d'une  seconde  ma- 
nière qu  il  ne  peut  y  a^-où'  deux  intégrales  de  cette  équation,  conti- 
nues ainsi  que  leurs  dérivées  dans  un  contour  C,  et  prenant  sur  ce 
contour  la  même  succession  de  valeurs.  Supposons,  en  effet,  qu'il 
existe  deux  intégrales  u^  et  u.^\  la  différence  u^  —  u.^  s'annule  sur  C, 
et,  si  elle  ne  garde  pas  un  signe  invariable  à  l'intérieur  de  Taire,  on 
peut  fractionner  celle-ci  en  plusieurs  parties  sur  le  bord  desquelles  elle 
s'annulera  en  gardant  le  même  signe  à  l'intérieur.  Soit  F  un  tel  con- 
tour; on  aura 

A(w,  -  u^)=¥{u,,x,  y)-¥{u..,x,y) 

* 

Or  nous  avons  déjà  rappelé  que,  si  l'on  considère  l'équation 

l'intégrale  v  de  cette  écjuation,  s'annulant  sur  un  contour  F,  est  donnée 
par  la  formule 

^=~JJ9(-^  '^i^Gl;,  r,,x,y)dldT^., 
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nous  aurons  donc  ici 

mais  «2  —  «,  a  un  signe  invariable  à  l'intérieur  de  F,  soit,  par  exemple, 
le  signe  plus.  Or,  puisque  par  hypothèse 

ï"  ('':j)^  ï^"(^^<  )         quand         u^^  u,, 

on  voit  que  le  premier  membre  de  l'égalité  précédente  sera  /iégatif, 
tandis  que  le  second  est  positif  ;  cette  contradiction  démontre  le  théo- 
rème . 

Ceci  posé,  cherchons  à  obtenir  la  solution  prenant  une  succession 
continue  donnée  de  valeurs  sur  C  en  ajoutant  maintenant  l'hypothèse, 
inutile  dans  les  lignes  précédentes,  que  F  est  toujours  positif.  Nous 
pouvons  toujours  commencer  par  résoudre  le  problème  pour  l'équa- 
tion de  Laplace  Aw  =  o,  soit  h  la  solution.  Si  Ton  remplace  i/  par 
u  -+-  h  dans  l'équation  (i),  elle  gardera  la  même  forme,  la  fonction  F 
ayant  seulement  changé,  et  la  nouvelle  fonction  u  s'annulant  sur  le 
contour.  Nous  pouvons  donc  partir  de  l'équation 

\u  =  F(u,x;y), 

en  nous  proposant  de  trouver  V inté grale  qui  s^annule  sur  le  con- 
tour C. 

Je  considère  alors  les  é(|uations 

/  AS,  =  F(o,  .2^,7"), 
)aS,=  F(S,,^,7), 

^  I 

AS,,=  F(S„_,,  x,y). 

On  forme,  comme  il  a  été  rappelé  plus  haut,  la  solution  de  la  pre- 
mière qui  s'annule  le  long  de  G;  S,  obtenu,  on  intègre  la  seconde 
équation  dans  les  mêmes  conditions,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  d'abord  manifeste  que  toutes  les  quantités  S  seront  négatives 
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à  Fintérieur  de  C  ;  de  plus  on  aura 

o>S,>S,, 
S,<S3<S2, 
S,>S,>S3, 

et  ainsi  de  suite,  le  sens  des  inégalités  entre  trois  S  consécutifs  variant 
d'une  ligne  à  la  suivante.  Ces  inégalités  se  déduisent  de  la  formule 

S„  =  -  ^  J  j  F(S«_, ,  ?,  Yi)G(^,  r,,  X,  y)  dl,  dr,. 

11  en  résulte  que  les  Sa  indices  impairs  forment  une  suite  croissante, 
les  S  à  indices  pairs  forment  une  suite  décroissante;  d'autre  pari,  tout 
terme  de  la  première  suite  est  inférieur  à  un  terme  quelconque  de  la 
seconde.  Les  S  à  indices  impairs  auront  donc  une  limite  w,  et  les  S 
à  indices  pairs  une  limite  v.  Ces  deux  limites  sont  des  fonctions  de  x 
et  j-,  nécessairement  continues;  elles  s'annulent  toutes  deux  sur  C  et 
pour  tout  poinl  de  Fintérieur  du  contour,  on  a 


u 


5p; 


u  peut  être  considéré  comme  la  limite  de  la  série 

S,-4-(S,-S,)  +  (S,-S3)-f-.... 
On  a  d'ailleurs 

"  =  ~  ^.  j  /^^(^''  ^'  "^i)  ^H-  '^n  ^O')  ^^^  ^-^j, 
p,  sous  le  signe  d'intégration,  étant  fonction  de  H  et  y],  el  aussi 

'-=-iz,j  j  F(.",  l.  ■/])  ^Hl,  r,,x,  y)  dl  dr,. 

On  en  coiiclul  (jue  a  el  r  ont,  à  Fintérieur  du  contour,  des  dérivées 
paitielles  du  premier  ordre,  et  ensuite  des  dérivées  partielles  de  lout 
ordre  jus(ju*au  rang  n  si  Fa  des  dérivées  partielles  jusqu'au  rang  //  —  i , 
par  rapjioil  aux  trois  lettres  dont  elle  dépend. 
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Comme,  d'autre  part,  on  a 

AS„=F(S„_,,  x,7),        AS«^,  =  F(S„,  x,  j), 

nous  en  concluons  que  u  et  v  sont  deux  fonctions  de  x  et  y  s  annu- 
lant sur  le  contour,  et  satisfaisant  aux  deux  équations 


13) 


^u=¥(i•,  x,y), 
Al-  =  F(u,x,y). 


2.  On  voit  que  remploi  des  approximations  successives  ne  nous 
conduit  pas  à  la  solution  du  problème  proposé^  c'est-à-dire  à  la  re- 
cherche de  l'intégrale  de  Féquation  (i)  s'annulant  sur  le  contour;  car, 
au  lieu  d'une  seule  équation,  nous  avons  le  système  des  équations  (3). 

Cependant  la  question  serait  résolue  si  l'on  avait  u  =  v.  Or  je  dis 
qu'il  en  sera  ainsi,  non  pas  nécessairement  en  général,  mais  si  le  con- 
tour C  est  suffisamment  petit.  Reprenons  à  cet  effet  les  équations  (2); 
elles  donnent 

A(S,,  -  S,,_,)  =  F(S«_,,  x,y)—  FrS«_2,  j;,/); 

or  on  ptHit  écrire 

F(S,,_,,as-,jK)-  F(S„_o,  X,  j)  =  (S«_,  —  S„_,;)F;(I,.r,7), 

1  étant  compris  entre  S„_,  et  S,j_o  ;  d'ailleurs,  d'après  rhy[)()l]ièse 
faite  sur  F,  la  dérivée  Fg  est  toujours  positive.  Lorsque  S  varie  entre 
o  et  S,,  Fg  a  un  certain  maximum,  et  ce  maximum  dépendant  de  x  et  y 
a  lui-même  un  maximum  M,  quand  (.r,  y)  se  déplace  dans  Taire  C. 
Ceci  posé,  considérons  les  équations 


\u^ 

=  F(o, 

.r. 

y% 

\u, 

=  >!//,, 

lu. 

=  \h/„ 

■^  1 

Au,, 

=  M^^.- 

Jourii.  de  Matli.  (.'('•  série),  lome  VI.  —  Fasc.  Il,  1890. 
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chaque  équation  étant  intégrée  avec  la  condition  (|ue  tous  les  ii  sont 
nuls  sur  le  bord  du  contour.  On  aura  évidemment 

IS„  — S„_,  |<|  wj. 

Or,  si  le  contour  C  est  suffisamment  petit,  nous  avons  vu  (n°3, 
Chap.  P"")  que  la  série  des  u  était  convergente.  Par  conséquent 

limfS^-  S«_,)=o. 
c'est-à-dire  cjue  u  i=  i'. 

Nous  avons  aloî^s  l'inté<rrale  de  l'équation 

\u  =  ¥{u,x,y) 

s' annulant  sur  le  bord  du  contour. 

5.  Le  problème  proposé  n'est  résolu  par  ce  qui  précède  que  pour 
un  contour  suffisamment  petit;  nous  allons  passer  maintenant  à  un 
contour  quelconque.  Nous  nous  proposons,  à  cet  effet,  de  montrer  que 
le  problème,  étant  traité  pour  deux  contours  ayant  une  partie  com- 
mune, pourra  être  résolu  pour  le  contour  limitant  extérieurement 
V ensemble  des  deux  aires. 

Soient  G  et  r  (fig.  i)  les  deux  contours.  Désignons  par  a  la  partie 
deC 

Fig.  2. 


comprise  dans  T,  et  par  b  la  partie  extérieure  ;  de  même  appelons  a  la 
partie  de  F  comprise  dans  C,  et  ^  la  partie  extérieure. 
Nous  allons  commencer  par  démontrer  deux  lemmes  : 
["  Soient  deux  fondions  u  et  v  pour  lesquelles  ou  a 

Aw  =  F(  w,  X,  y),         \v  =r  F(  c,  X,  y). 
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Si  sur  le  bord  d'un  contour  f(?rmé  C  on  a  «^p,  je  dis  quil  en  sera 
de  même  à  IHntérieur.  Si,  en  effet,  u  —  v  devient  négatif,  le  change- 
ment de  signe  se  fera  le  long  d'une  courbe  fermée  (qui  pourra  avoir  des 
points  communs  avec  le  bord).  A  l'intérieur  de  cette  courbe  on  devra 
avoir  a  =  c,  puisque  nous  avons  vu  qu'il  ne  pouvait  y  avoir  plus  d'une 
intégrale  prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour;  par  conséquent 
on  a  toujours  :  soit  u  =  p,  soit  «  ^  p.  c.  q.  f.  d. 

•2°  Considérons  encore  l'équation  Aw  =  F  :  l'intégrale  de  cette  équa- 
tion s'annulaut  sur  le  contour  G  sera  évidemment  négative  à  1  inté- 
rieur: on  envisage  de  plus  l'intégrale  v  de  l'équation 

Ap  =  ¥{q^x,  y) 
s'annulant  sur  C,  on  aura 

puisque  F(w,,  rr,  yX  F(o,  x,  j)  quand  u  est  négatif.  Si  donc  M  dé- 
signe la  valeur  absolue  maxima  de  t',  on  aura 

|«|<M. 

Ceci  posé,  prenons  une  intégrale  de  l'équation 

qui  s'annule  sur  b  et  prenne  sur  a  des  valeurs  négatives  dont  la  valeur 
absolue  ne  dépasse  pas  M,  nous  voulons  trouver  une  limite  de  la  va- 
leur absolue  de  u  sur  une  courbe  a,  joignant  les  deux  extrémités  de 
a,  et  qui  ne  soit  pas  tangente  en  ces  extrémités  à  la  courbe  C. 
A  cet  efTet,  je  désigne  par  li  l'intégrale  de  l'équation 

Mi  =  o 

qui  prend  sur  a  cl  b  les  valeurs  indiquées.  D'après  une  remarque  fon- 
damentale faite  par  INI.  Sclnvarz  dans  ses  beaux  travaux  Sur  l'équa- 
tion de  Laplace,  on  a,  sur  a, 

q  désignant  un  nombre  plus  petit  que  l'unité. 


l8o  É.     PICARD. 

Posons  alors  u  =  V  -h  /i ,  nous  aurons  l'équation 

et  nous  devons  considérer  l'intégrale  de  cette  équation  en  U  qui  san- 
nule  sur  C.  U  sera  négatif,  et,  comme  h  est  négatif,  on  aura,  a  for- 
tiori 

|U1<M. 

Nous  en  concluons,  et  c'est  là  notre  second  lemme 

|//|<  M^-f-M, 

inégalité  qui  va  jouer  le  rôle  essentiel. 

J'arrive  maintenant  à  la  solution  du  problème  proposé;  il  s'agit  de 
montrer  que  l'on  saura  trouver  la  solution  de  l'équation 

\u  =  F(w,  x^  y) 

s'annulant  sur  /?  et  [3,  si  l'on  sait  intégrer  l'équation  précédente  avec 
des  conditions  données  aux  limites  pour  les  courbes  C  et  F. 

Soit  Ui  la  fonction  déterminée  dans  G  et  s'annulant  sur  cette  courbe  ; 
nous  formons  alors  la  fonction  p,  déterminée  dans  F,  s'annulant  sur  p, 
et  prenant  sur  a  les  mêmes  valeurs  que  w,.  Revenant  maintenant  au 
[)remier  contour,  formons  la  fonction  u.^  déterminée  dans  C,  s'annu- 
lant sur />,  et  prenant  sur  a  les  mêmes  valeurs  que  v^^  et  continuons 
ainsi  indéfiniment  en  passant  successivement  d'un  contour  à  l'autre. 
Nous  obtiendrons  de  cette  manière  deux  suites 

W| ,      u.,-,      • . .,      Uny      . . ., 

sur  lesquelles  on  peut  faire  les  remarques  suivantes  : 

u^  est  négatif  dans  C,  donc  i\  est  négatif  sur  a.  et  par  suite  sur  a\ 
donc,  si  nous  revenons  à  i^j,  on  aura  (premier  lemme) 
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et,  en  continuant  ainsi,  il  vient  évidemment 

o  >  ^ .  >  ^ .  >       >  ^  «  >    . 

11  faut  montrer  que  u,i  et  p,j  tendent  vers  une  limite;  il  sut'lira  île  l'aire 
voir  que  |  u^  \  et  j  ç,,  \  restent  inférieurs  à  un  nombre  fixe.  C'est  ce  ({ue 
va  nous  donner  facilement  le  second  lemme. 

Nous  avons 

Sur  a. . . .  I  f/,  I  <  M; 

Sur  a. . . .  I  r,  I  <<  M  ^  -I-  M  ; 

Sur  a....  jw,  |<^(M^4-M)-|-M  =  M(^=  +  ry-f-  i  ); 

Sur  a 1 1-"2 1  <  '7jM(^"+  ^  +  0  +  ^I  =  ^K'7'  +  ^'^  ^  -+-  i^ 

et,  d'une  manière  générale  : 

Sur  a I  ?/.«|< -\I(<7-"---+-y-"--'-4-...-l- I): 

Sur  «...  .      I  P«  |<  M  (  q-"-  '  -h  q-''--  -4- .  . .  -M  ) , 

en  désignant  par  M  la  valeur  absolue  maxima  des  intég^rales  de  ré(|iia- 
tion 

\ii  =  F(o,  X,  y) 

s'annulant  respectivement  sur  C  et  F;  q,  qui  est  moindre  que  riiiiih', 
désigne  le  plus  grand  des  deux  nombres  de  même  nom  correspoudaiil 
respectivement  à  C  et  à  la  courbe  a,  à  F  et  à  la  courbe  a. 

Les  inégalités  précédentes  montrent  que  u,^  et  v„  tendent  vers  deux 
limites  u  et  v.  Ces  limites  u  et  psont  des  fonctions  continues  de  .r  et  y\ 
ayant  respectivement  dans  C  et  F  des  dérivées  partielles  de  tout  ordre: 
c'est  ce  cju'on  voit  de  suite  en  recourant  aux  expressions  de  u  et  l' comme 
limite  d'une  série  d'intégrales  définies.  Les  fonctions  u  et  i-  satisfont  à 
l'équation  proposée.  Je  dis  que  u  et  v  prennent  les  mêmes  valeurs  sur 
a  et  a;  en  effet  i„  prend  les  mêmes  valeurs  que  u^  sur  a,  et  //„^,  prend 
les  mômes  valeurs  que  v,,  sur  a.  Donc,  à  la  limite,  v  prend  les  mêmes 
valeurs  que  u  sur  a  et  a.  Il  en  résulte  (pie,  dans  Taire   eomiiuinc  aux 

deux  contours,  on  a 

u  =  V. 
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Nous  avons  donc  l'intégrale  de  l'équation  proposée  s' annulant 
sur  h  et  |i  ;  elle  est  représentée  par  u  à  Fintérieur  de  C,  et  par  r  à  Fin- 
térieur  de  F. 

La  recherche  de  l'intégrale  de  l'équation 

\u  —  ¥(u,x,y), 

prenant  des  valeurs  données  sur  un  contour  quelconque  peut  être 
considérée  comme  complètement  effectuée  par  l'analyse  qui  pré- 
cèdr. 

On  ne  doit  pas  oublier  seulement  les  hypothèses  faites  sur  la  fonction 
F(w,  Jc,  y)'^  je  les  rappelle.  La  fonction  ¥{u^x^y)  est  positive  pour 
toute  valeur  de  w,  et  pour  toute  valeur  de  x  ai  y  dans  la  région  con- 
sidérée du  plan;  de  plus  la  fonction  F  est  constamment  croissante 
avec  u. 

Un  cas  particulier,  très  simple  et  fort  intéressant,  sur  lequel  nous 
revenons  plus  loin,  est  celui  de  l'équation 

A(.x-,  y)  étant  positif  dans  la  région  du  plan  où  restera  le  point  {x^y). 
Mais,  avant  de  considérer  cette  équation,  montrons  que  la  méthode 
cmplovée  dans  les  précédents  paragraphes  peut  réussir  quand  les  con- 
ditions indiquées  pour  F  sont  un  peu  différentes. 

•4.  Nous  supposons  toujours  que  F  croisse  avec  w;  mais  nous  allons 
supposer  que  F(«,  x^y)  s'annule  pour  m  =  o,  de  telle  sorte  que  cette 
fonction  sera  négative  quand  u  sera  négatif.  Dans  ces  conditions,  l'in- 
tégrale de  Féquation 

Aw  =  F(w,  x,y) 

sannulaiil  le  long  d'un  contour  sera  évidemment  u  =  o. 

Si  Fou  a  deux  intégrales  u,  el  u.,,  telles  que  sur  un  contour  C  on  ait 

il  en  sera  de  même  à  Fintérieur.  Le  raisonnement  est  toujours  le  même; 
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car,  dans  le  cas  contraire,  on  aurait  nécessairement  une  région  à  Fin- 
térieur  de  laquvelle  u,  serait  moindre  que  Wo,  ces  deux  quantités  étant 
égales  sur  le  bord;  or  ceci  est  impossible,  d'après  l'équation 

En  particulier,  si  une  intégrale  u  est  positive  en  tous  les  points  dim 
contour,  elle  sera  positive  à  Tintérieur  de  ce  contour,  puisqu'elle  doit 
être  supérieure  à  Tinlégrale  w  =  o.  Si,  de  plus,  ^  est  le  maximum  des 
valeurs  sur  le  contour,  u  sera  moindre  que  g  à  l'intérieur. 

Ceci  posé,  nous  allons  montrer  que  l'on  peut  employer  le  procédé 
alterné,  si  les  valeurs  données  le  long  du  contour  sont  positkes.  Kc- 
prenons  les  deux  contours  C  et  F  considérés  dans  le  précédent  |)aia- 
graplie;  les  fonctions 

//, ,       ^2,        •  •  •  5       ^m       •  '  "1 
i'i ,        ('21       •  '  ••>        ^111       •  '  •  1 

auxquelles  conduit  l'application  de  la  méthode  sont  ici  toutes  posi- 
tives. Pour  un  point  quelconque  à  rintiMMCur,  on  a 

ffi<ff2<^^:<  <  t'„<  ■■■, 

^•,<  v.<  r.<...<  r„<    ••• 

Si  g'  est  le  maximum  des  valeurs  positives  données  sur  le  contour, 
les  Un  et  les  v„  sont  moindres  que  g;  on  a,  par  suite,  deux  limites  «et  r 
pour  w„  et  r„.  De  plus,  u„  et  r«  sont  égaux  sur  a  (\o\r /ig.  n),  et  w,j_, 
prend  les  mêmes  valeurs  que  v„  sur  a;  donc  u  et  v  prennent  les  mêmes 
valeurs  sur  a  et  a.  Ils  coïncident  donc  dans  la  partie  intermédiaire. 

11  est  évident  qu'on  peut  faire  les  mêmes  raisonnements  en  suppo- 
sant que  les  valeurs  données  sur  le  bord  sont  négatives. 

L'équation  suivante 

A//  =  />.//, 

où  p  est  une  fonclion  positive  de  x  et^',  rentre  dans  le  cas  que  nous 
venons  d'examiner.  Je  l'ai  traité  directement  dans  le  Mémoire  déjà  cité 
des  Acta  mathoniaiica  (t.  XII  ). 
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3.  Outre  ces  cas  très  généraux,  les  méthodes  précédentes  peuvent 
réussir,  dans  certains  cas  particuliers,  pour  d'autres  équations.  Pre- 
nons, par  exemple,  léquation 

Au  =  Ap"  —  Be-", 

où  l'on  suppose  que  A  et  B  sont  des  fonctions  continues  et  positives 
de  X  et  y  dans  une  certaine  région  du  plan,  et  que  de  plus  A>B. 
On  peut  encore  démontrer  qu'il  ne  peut  exister  deux  intégrales  pre- 
nant les  mêmes  valeurs  sur  un  contour  C.  On  raisonnera  pour  cela 
comme  précédemment,  ce  qui  est  possible,  puisque  la  fonction 

A^"— B«?-". 

croît  toujours  avec  u.  Cherchons  alors  l'intégrale  de  l'équation  s'annu- 
lant  sur  C.  Nous  formons,  comme  plus  haut,  les  équations 

AS,  =  A  -  B, 
AS..=  Ar^ -Be-^', 


Si.  ])our  tous  les  points  de  l'aire  limitée  par  C,  on  a 

Ae^  —Be-'^'^o. 
c'est-à-dire 

on  pourra  faire  la  même  succession  de  raisonnements  que  précédem- 
ment. Les  S  à  indices  pairs  et  les  S  à  indices  impairs  auront  respecti- 
vement deux  limites  u  et  v.  On  voit  qu'il  y  a  ici  une  condition  coni- 
plémpntaire,  que  nous  n'avions  pas  tout  à  l'Iieure.  D'ailleurs,  si  le 
contour  C  est  suffisamment  petit,  S,  sera  très  voisin  de  zéro-,  et  par 
conséquent  lïnégahté  sera  vérifiée.  De  plus,  on  aura  encore,  avec  un 
contour  assez  petit,  u  =  r. 
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Le  problème  proposé  se  trouvera  alors  résolu  pour  de  tels  contours, 
et  l'on  passera' encore  à  un  contour  quelconque  tracé  dans  la  région 
du  plan  où 

A-B>o, 

en  employant  des  considérations  identiques  à  celles  dont  nous  avons 
plus  haut  fait  usage. 

Si  le  point  (.v,  y)  reste  dans  une  région  du  plan  où 

A-B<o, 

on  posera  simplement  dans  Féquation  w  =  —  p,  et  elle  deviendra  alors 

Aç  =  Be'-  Ae' 

et  nous  nous  retrouverons  dans  le  cas  précédent. 


CHAPITRE  IV. 

DE  l'Équation  Aw  =  Ae". 


I .   Nous  allons  étudier  ])articulièrement  Téquation 

(i)  lu  =  A(x,y)r", 

A(x,y)  étant  positif.  Les  intégrales  w,  jusqu'ici  considérées,  étaient 
continues  à  l'intérieur  du  contour  G.  Je  suppose  maintenant  qu'elles 
aient  des  infinis  logarithmiques.  J'entends  qu'un  point  (a,  h)  est  pour 
une  intégrale  u  un  infini  logarithmique,  si  l'on  a  dans  le  voisinage  de 

Joiirn.  de  Math.  (!\'  série),  lorne  VI.  —  Kasc.  Il,  1890.  -4 
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ce  point 

u  =  m  log[(^  -  ay  ^  (7  -  l^y-\  4-  Pu-,  7), 

P(x,/)  étant  une  fonction  continue  de  x  et  y,  m  désigne  une  con- 
stante. 

On  voit  qu'en  posant 

1/  =  m  log- [( X  ~  a)-  -h (y  —  hy  \  -T-  i^, 

léquation  devient 

('>)  \,-  =  [(x-aY-i-(y-hyY^A(x,y)e\ 

Si  /}f  est  positif,  le  coefficient  de  e*"  dans  le  second  membre  est  une 
fonction  continue  de  x  et  7  dans  C;  on  peut  donc  intégrer  Téquation 
avec  des  conditions  aux  limites  données,  et  par  suite  intégrer  l'équa- 
tion (i)  sous  la  condition  que  u  prenne  une  succession  continue 
donnée  de  valeurs  sur  C,  et  admette  le  point  (a,  />)  comme  point  sin- 
gulier logarithmique  avec  le  coefficient  n/. 

Si  Ton  a  /;/ •<  o,  mais  supérieur  à  —  i,  on  pourra  encore. intégrer 
l'écpiation  (2  ),  c'est-à-dire  trouver  une  fonction  r  continue  dans  C  et 
prenant  des  valeurs  données  sur  ce  contour.  Cherchons,  par  exemple, 
linrégralf  qui  s'annule  sur  (^;  on  formt%  comme  précédemment,  la 
succession  des  équations 

^i^^=\(.r-  ay^(y  -  hy\-A(x,  y). 
AS,  =  |(.r-«/4-(/-/>)^rA(.r,j).i^S 


AS„  =  \(x  -  a  y  +  (y  -  hyy^  a  (x-,  y)  n'"-'. 

On  intègre  toujours  chaqu*' é(piation  avec  la  couditiou  que  1  inté- 
grale soit  nulle  sur  le  contour.  Prenons  la  première  ('({ualion  :  on  a 

S.  =  -  :^ff\C^-ay-i-(r^-hy\''^A(c.,-q)r,{lr,,x,y)^rzch,, 
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mais  il  faut  s'assurer  que  rintéo^rale  a  un  sens,  puisqu'ici  m  est  né- 
ij^atif  et  que  Ic-point  («2,  b)  est  à  l'intérieur  de  C.  Or,  en  supposant 
fral)orfl  (x^  y)  différent  de  (a,  ^),  on  voit  de  suite,  si  m  est  supérieur 
H  —  I.  <[ue  Tintégrale  est  déterminée.  Il  en  est  encore  de  mémo,  si 
./;  =  a,  y  =  h;  en  effet,  pour  c  -—  a,  7]  =  h,  la  fonction  G(c,  ■/;,  a,  b) 
devient  infinie  comme  —  ^log[(;  —  a)- -}-(■/]  —  />)-]  ;  donc,  en  em- 
ployant les  coordonnées  polaires  /■  et  0,  relatives  au  ])oint  (a,  b),  nous 
avons,  à  un  terme  fini  près,  Télément 

l'intégrale  est  déterminée  évidemment  si  /?/  >>o,  et,  fpiand  /;/  est  né- 
gatif, nous  avons  à  comparer  à  l'élément 

-^^ — ,      ro>A>i). 

dont  lintégrale  reste  finie  pour/-  =.  o. 

Nous  pouvons  donc  raisonner  sur  S,,  So,  ....  S„_,,  ....  comme  nous 
l'avons  fait  plus  haut,  et  ici,  comme  précédemment,  la  recherche  de  la 
fonction  p  satisfaisant  à  l'équation  (2)  et  prenant  sur  le  contour  G  une 
valeur  donnée  se  trouvera  effectuée  si  le  contour  C  est  suffisamment 
petit.  L'emploi  du  procédé  alterné  permettra  alors  de  passer  à  un  con- 
tour quelconque,  de  telle  sorte  que  la  question  suivante  peut  être  con- 
sidérée comme  résolue  :  nous  déterminons  r intégrale  de  l'équation 

Aw  =  Ar". 

passant  des  imleurs  données  sur  un  contour  C,  et  ayant  à  l'inté- 
rieur de  ce  contour  un  certain  nombre  de  points  singuliers  loga- 
rithmiques donnés,  avec  des  coefficients  donnés  supérieurs  à  —  i. 

2.  Envisageons  maintenant  le  cas  plus  particulier  encore  où  \(x,  y) 
se  réduit  à  une  constante  positive  k.  l^renons  donc  l'équation 

ô.r-     '     dv'- 
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Dans  ce  cjui  précède,  la  région  limitée  par  la  courbe  C  était  située 
tout  entière  à  distance  finie;  nous  allons  considérer  ici  une  région  du 
plan  comprenant  le  point  à  Tinfini. 

Soient  (a,,  ^,)  . .  •(«^,  bp)  p  points  à  distances  finies,  et  m,,  /??2,  ..., 
rUp  des  constantes  supérieures  à  —  i  ;  posons 

w  =  I  THi  log[(.r  —  ai)-  H-/  -  />,)]  4-  P-. 

f/équation  devient 

C3)  :Jl^  +  ':^  =  /;-^,i:«,,iogf(x-.,)^+,r-^.=I  ^.'. 

^    ^  (J.r-         or- 

Parmi  les  m^  les  uns  sont  positifs,  les  autres  négatifs;  désignons  par 
m  un  terme  positif  quelconque,  et  par  —  m'  un  terme  négatif  quel- 
conque. Nous  allons  supposer  que 

I.m'  —  I///  >>  I 

et,  comme  précédemment,  les  m'  sont  inférieurs  à  runité. 

Dans  ces  conditions,  le  coefficient  de  '^''' sera  comparable,  pour  /•  très 
grand,  à 

tx  étant  supérieur  à  dcui:.  .le  disque  dans  ces  coiidilions  dh  pourra, 
étant  donnée  une  courbe  fermée  C  enveloppant  tous  les  points  (  «,  h  ), 
obtenir  une  intégrale  de  l'équation  (3)  prenant  iV'i^  valeurs  données 
sur  C  et  contiiuie  à  l'extérieur  de  (^,  même  quand  le  point  (./;,  v)  s'é- 
loigne indt-linimcMit.  On  le  verra  bien  nettement,  en  faisant  la  transfor- 
mation 


c  -i-  /  V  = 


Léfjiialion  C^)  devient  alors 


le  coefficient  A(c\  v')  devient  infiniment   grand,   pour    /•  =  v' =  o. 
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comme 

-^'         (.r--f-v-=/-). 

et  ici  4  —  ui  est  inférieur  à  2;  par  suite,  (ra[)rès  le  paragraphe  piV'cr- 
dent,  on  pourra  intégrer  Téquation  (3)  en  se  donnant  la  valeur  de  r. 
le  long-  de  la  courbe  C  transformée  de  (',  la  fonction  c  étant  coiilinnc 
à  Tintérieur  de  (7.  Si  donc  on  revient  à  l'équation  (3),  celle-ci  se  trou- 
vera bien  intégrée  dans  les  conditions  indiquées;  l'inli'^rale  prendrn 
des  valeurs  données  le  long  de  C  et  sera  eonliniie  à  l'ecUTienj-. 
même  à  Vinjinl.  Pour  l'intégrale  w,  on  pourra  dire  (jue  le  point  à  Tin- 
iini  est  un  point  singulier  logarithmique  et  le  coefficienr  correspondant 
sera  —  Z///,. 

5.  INous  pouvons  maintenant  considérer  rensemble  ^\\\  plan.  Soient 
encore  donnés  des  points  (  a^,  A/)  à  distance  finie  avec  les  coefficients 
correspondants  m,.  Nous  formons,  comme  au  paragraphe  précédent, 
l'équation  (3),  et  nous  supposons  vérifiée  Tinégalité  écrite  à  la  suite. 
Cherchons  à  obtenir  une  intégrale  de  r équation  (3),  cojàlinne  dans 
tout  le  plan,  même  à  V  infini. 

Nous  allons,  à  cet  effet,  faire  encore  usage  du  {trocv-dé  allei  ik'-.  Soil 
(]  une  première  courbe  fermée  envelo{)pant  tous  les  points  (a,  h  )  et  (  i' 
une  seconde  courlje  fermée  extérieure  à  (].  Toutes  les  fonctions  (pie 
nous  allons  considérer  satisferont  à  Téquatiou  (3);  nous  partons  crune 
foncti(ni  r, ,  dc'terminée  dans  (7,  et  prenant  sur  (7  la  valeur  zvvi>.  La 
fonction  c, ,  ainsi  obtenue,  prend  sur  (]  certaines  valeui's;  formons  aloi-s 
la  fonction  c,  continue  à  l'extérieur  de  V.  et  prenant  sur  (]  les  mêmes 
valeurs  (]U(;  e',.  Nous  jjassons  ensuite  aune  fonction  i\,,  continue  dans 
C,  et  prenant  sur  CJ  les  mêmes  valeurs  que  i\ ,  et  nous  continuons  indé- 
finimiMit  cette  succession  d'opérations.  Nous  obtenons  ainsi  deux  suites 
de  tondions 

^■m      ^'1 ^\, 

Nous  avons,  au  n*' 5,  reneontri' deux  suites  présentant  avec  celles-ci 
une  grande  analogie.  En  ap|)liquan{  absolument  le  même  genre  di- 
considérations,  on  établit  (jue  les  termes  de  la  [)remière  ligne  tendent 


IQO  E.     PICARD. 

vers  une  limite  f'  fonction  continue  de  x  et  y  dans  C',  et  satisfaisant  à 
réquation  (3);  de  même  les  termes  de  la  seconde  ligne  tendent  vers 
une  limite  f,  fonction  continue  à  Textérieur  de  C,  et  vérifiant  égale- 
ment réquation  (3).  Enfin  dans  la  partie  comprise  entre  C  et  C',  on  a 

p  =  p'. 

L'ensemble  des  deux  fonctions  v  et  r'  nous  donne  donc  une  intégrale 
de  l'équation  (3),  continue  dans  tout  le  plan,  même  à  Tinfini. 

Au  lieu  de  partir  d'une  intégrale  r,  prenant  sur  C'  la  valeur  zéro, 
nous  aurions  pu  partir  d'une  intégrale  r',  prenant  sur  C'  une  valeur 
constante  a,  et  la  même  méthode  de  démonstration  eût  été  applicable; 
d'ailleurs  ce  cas  se  ramène  à  la  précédente,  en  remplaçant  v  par  t-  -h  a, 
ce  qui  revient  à  remplacer,  dans  léquation  (3),  k  par  ke". 

11  est  intéressant  de  rechercher  quel  peut  être  le  degré  d'indétermi- 
nation d'une  intégrale  de  l'expiation 

d.r-        ay- 

reslanl  continue  jionr  tout  |)oint  {x^  y)  du  plan,  même  le  point  à  Tin- 
tini. 

Nous  allons  montrer  que,  si  deux  intégrales,  jouissant  de  cette 
propriété,  ont  la  même  valeur  m  un  point  qurlconque  du  plan,  elles 
coïncider  on  t  nécessairemen  t . 

4.  Avant  de   démontrer  cette  proposition,  il  nous  faut  établir  un 
théorème  préliminaire. 
Kej)renons  l'équation  en  u 

i)-  a         ()'•  n         1    „ 
d.r-         Oy^ 

dont  ré(piati(jn  en  v  n'était  que  la  transformée,  et  soit  (a,  ^)  un  poinl 
différent  des  points  (cr,  b)  et  du  poinl  à  l'infini.  Désignons  par  u  et  U 
deux  intégrales  continues,  ainsi  (pie  toutes  leurs  dérivées  partielles  dans 
le  voisinage  de  (a,  ^). 
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Supposons  que  u  et  U  soient  égales  au  point  (a,  Jî  ).  Je  dis  (jue  ce 
point  ne  pourra-  être  un  point  isolé  pour  la  eourbe 

L'(x-, /)—  w(x, /)=(). 

Si  en  ell'et,  il  en  est  ainsi,  on  aura,  par  e\eni[)le,  dans  le  voisinaoje 
de  (a,  ,3), 

cette  inégalité  devenant  seuleiucnt  une  égalité  pour  ./•  —  a,  ^'=3. 
Traçons  une  courbe  fermée  C  enveloppant  (a,  [4);  nous  avons  deux 
intégrales  L  et  «,  et,  en  tous  les  points  du  coutour,  la  première  est  su- 
j)érieure  à  la  seconde.  Nous  avons  déjà  eu  loccasion  de  remarquer  que, 
à  l'intérieur  du  contour,  L  ne  pouvait  pas  devenir  inférieur  à  a  (ce 
qui  d'ailleurs  ici  est  dans  les  hypothèses),  mais  j'ajoute  maintenant 
<pi<^  r('*L^alité  même  est  impossible.  Xous  allons  supposer  que  !•■  con- 
tour C  soit  un  cercle  de  centre  G  et  de  rayon  R;  nous  voulons  donc 
comparer  deux  intégrales  L  et  u  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  {)ar- 
lielles  dans  le  cercle  C,  la  première  prenant  des  valeurs  supérieures  à 
la  seconde  sur  ce  cercle.  \ous  considérerons  d'abord  le  cas  où  les  va- 
leurs de  U  et  u  sur  C  sont  deux  constantes  A  et  a  (A  ^  a)\  il  s'at^il 
d'établir  que  L,  qui,  nous  le  savons,  n'est  jamais  inférieur  à  u. 
ne  lui  devient  jamais  éf(aL  Par  raison  de  symétrie,  L  et  w  ne  dépen- 
dent ([ue  de  la  distance  /•  du  point  (-r,  _/)  au  centre  ();  si  donc  il  v  ;i. 
en  dehors  du  point  O,  des  points  où  u  et  U  sont  égales,  ces  points  foi- 
meront  des  circonférences.  Nous  n'avons  qu'à  considérer  la  plus  grande 
de  ces  circonférences  :  soit  C'  de  rayon  R' ;  à  Tintérieur  de  i\\  u  et  l 
devront  nécessairement  coïncider.  Prenons  maintenant  un  [)oinl  M 
<juelconque  de  cette  circonférence;  en  ce  point  on  anra 

,  du       dV 

u—L,        —  =  —-. 

'  (fr  dr 

or  u  et  L"  satisfont  à  la  inènie  équation  ditlérentielle  ordinaire  i\\\ 
second  ordre,  donc  u  et  U  devront  encore  avoir  la  même  valeur  depuis 
/■  =  R'  jus(ju'à  /•  =  R,  puisqu'elles  ne  cessent  d'être  continues.  Ce  ré- 
sultat est  absurde,  puisque  pour  /•  —  R,  u  et  L   ont  des  valeurs  difté- 
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renies.  La  circonférence  C  ne  peut  donc  exisler,  mais  il  nous  reste  à 
examiner  le  cas  où  cette  circonférence  se  réduirait  à  un  point,  c'est- 
à-dire  le  cas  où  U  et  w  seraient  égales  seulement  au  point  O.  Une  dif- 
ficulté se  présente  ici,  car  l'équation  différentielle  entre  u  et  r  admet 
/•  =  o  comme  point  critique,  et  le  raisonnement  précédent  pourrait  ne 
pas  subsister.  Cette  équation  différentielle  peut  s'écrire 

ci- if  du        , 

Soit  pour  /•  =  0,  w  =  «0;  on   aura  nécessairement  (  7^  )   =0.  Or, 

d'après  un  théorème  qu("  j'ai  établi  autrefois  \Sur  les  équations  dif- 
férentielles du  second  or<lre  dans  le  voisinage  de  certains  points 
critiques  (^Comptes  rendus,  1878,  second  semestre)],  il  n'y  a  qu'une 
seule  intégrale  continue  pour  /•  =  o,  prenant  pour  /■  =  o,  la  valeur  w^ 

et  |)Our  laquelle  (  -y-  \  soit  nulle.  Il  en  résulte  que  nos  deux  intégrales 

II  et  u  qui  ont  la  même  valeur  au  point  (3  doivent  nécessairement 
coïncider,  et  la  conclusion  précédente  subsiste. 

Nous  venons  de  supposer  que  les  valeurs  de  U  et  u  sur  le  cercle  C 
étaient  des  constantes;  considérons  maintenant  le  cas  où  elles  seraient 
des  fonctions  continues  quelconques,  mais  de  telle  sorte  que  U  soit 
toujours  supérieur  à  u.  Dans  ces  conditions  U  aura  un  certain  minimum 
A  sur  le  cercle  G,  et  u  un  maximum  a,  et  A  sera  supérieur  à  a\  soit 
IJ,  l'intégrale  de  l'équation  proposée  qui  prend  la  valeur  A  sur  le 
cercle  C  et  «,  l'intégrale  qui  prend  la  valeur  a;  d'après  ce  qui  précède, 
pour  tout  point  de  l'intérieur  du  cercle 

inégalité  qui  ne  se  transforme  jamais,  nous  venons  de  l'établir,  en  une 
(•gai i lé.  D'autre  part,  on  a 

y^^\Ji         et         «<«,; 
donc,  ])ar  suile, 

U>  f/, 

l'égalité  étant  exclue;  c'est  ce  que  nous  voulions  établir. 
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11  résulte  de  là  que  si  en  (a,  [i),  U  et  a  ont  même  valeur,  ce  point 
ne  sera  pas  un  point  isolé  pour  la  coiirl)e 

L  (x-,  V)  —  u{.L\  y)  =  (), 

lar  autrenienl  L  —  //  garderait  un  signe  in\ariable  dans  le  voisinage 
de  (a,  ^);  sur  un  cercle  notamment,  suffisamment  petit,  ayant  (a,  ^) 
pour  cfjiitrc,  on  aurait  toujours  l  ^^/,  et  ces  deuv  lonclions  ne  pour- 
raient avoir  luènii^  valeur  en  un  point  de  riutf'rieur. 

•N.  Xous pouvons  maintenant  d(''montrer  le  thi'orème  énoncé  à  la  liu 
du  n"  5.  Soient  deux  intégrales  de  réquation  en  c,  écrite  plus  haut, 
^  el  r,  continues  pour  tout  point  (x,  y)  du  plan,  même  le  point  à  lin- 
lini. 

lueurs  dérivées  partielles  sont  aussi  continues,  -sauf  aar  poiiils 
(<7,  b)  el  au  point  à  F  infini.  Je  sujjpose  qu'en  un  point  (  a,  |i  )  |  dis- 
tinct des  (a,  b  )  et  du  [)oint  à  Finfini  |.  on  ait 

V  =  c. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  élal)li,  il  y  aura  nécessairement  une 
courbe  réelle  représentée  par  l'équation 

et  cette  courbe  (qui  pourra  passer  par  les  points  [a,  ^J  ou  le  point  à 
l'infini,  et  même  avoir  ces  points  comme  points  asymptotiques  )  parta- 
gera le  plan  en  deux  régions,  au  moins.  Il  en  résulte  ({ue  les  deux  inté- 
grales cpii  ont  même  valeur  sur  les  bords  de  chacune  de  ces  région^ 
(que  cette  région  reste  tout  entière  à  distance  finie  ou  sétende  à  lin- 
fiiii)  coïncideront.  Les  deux  intégrales  no  sont  donc  pas  distinctes. 
Nous  pouvons  alors  énoncer  le  théorème  suivant,  en  revenant  à  1  é(pi;i- 

tion  initiale 

d-u        ()-u  _  , 

d,i-        ôy- 

f/ic  intégi^ale  de  cette  équation,  continue  ainsi  que  ses  (/é/nées 
partielles  pour  tout  point  du  plan  distinct  de  certains  points  donnés 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  tome  VI.—  l'asc.  H,  1890.  - -> 
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(a.  b)  ri  du  point  à  l'infini,  admettant  comme  points  singuliers 
l(j<j^aritluniques  les  points  {a,  b),  av^ec  des  coefficients  m  donnés  sa- 
tisfaisant aux  inégalités  indiquées^  ayant  de  plus  le  point  à  Fin- 
fini  comme  point  singulier  logarithmique  UK'ec  un  coefficient  égal  à 
—  Z//?,  est  déterminée  quand  on  donne  sa  valeur  en  un  point  du 
plan  différent  des  points  critiques. 

0.  Après  avoir  étudié  les  intégrales  de  l'équation  sur  le  plan  simple, 
il  sera  facile  d'étendre  l'étude  précédente  au  plan  imiltiple,  c'est-à-dire 
au  plan  recouvert  d'un  certain  nombre  de  feuillets,  et  formant  ce 
que  Ton  appelle  une  surface  de  Riemann.  Nous  pouvons  supposer 
que  cette  surface  de  Riemann  n'a  pas  de  points  de  ramification  à 
l'infini,  comme  on  le  fait  habituellement  dans  la  théorie  des  fonctions 
abéliennes.  Soit  n  le  nombre  des  feuillets.  Désig'uons,  pour  abréger, 
par  P,,  Po,  . . .,  P„  le  point  à  l'infini  sur  chacun  de  ces  feuillets.  Soit 
de  plus  sur  la  surface  à  distance  finie  un  certain  nombre  de  points 
(  «/,  bi),  distincts  des  points  de  ramification,  à  chacun  desquels  nous 
associons  un  coefficient  m^.  Associons  de  même  à  P,,  Po,  ...,  P„  les 
coefficients  M,,  M^,  ....  M„.  On  sait  qu'on  jieut  former  une  fonction 
uniforme  sur  la  surface  de  Riemann,  satisfaisant  à  léquation  de  La- 
place,  et  ayant  les  points  singuliers  logarithmiques  (a,,  b^)  avec  les 
coefficients  correspondants  m,,  et  les  points  P  avec  les  coefficients  M. 
Ln  point  (  «,  b)  est,  pour  une  fonction  w,  un  point  singulier  loga- 
rithmique avec  l'exposant  m,  si,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  u  diffère 
seulement  par  une  fonction  continue  de 


m 


log[(\/;  —  a)-  -^{y—  b)-\. 


Pour-  un  pointPde  coordonnées  i.r,  y  )  à  l'infini  sur  un  des  feuillets, 
lu  fonction  différera  s(.'ulement  p;ir  uui'  fond  ion  continue  d(^ 

M  l(jg(x--  4- y\). 

fl  y  a  d'ailleurs  entre  les  M  et  les  m  la  relation  bien  connue 

lM+lm  =  o. 
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Désignons  par  $  la  fonction  harmonique  ainsi  déterminée,  et  dans 

Téqnation 

d-  it        ô-  Il  ,     „ 

^  "^  ày-  ~      ' 

posons 

nous  aurons  Téquation  en  e, 

(4.)  â^  +  (7r^-^"'   '  ■ 

Nous  allons  raisonner  sur  cette  écpialion  en  c,  comme  sur  Téquation 
analogue  (3)  du  n"  2.  Nous  supposerons  que  les  m  sont  supérieurs  à 
—  I  ;  au  contraire,  tous  les  M  sont  inférieurs  à  —  r . 

Montrons  comment  on  peul  former  une  intégrale  de  lécpialion  (4) 
continue  en  fous  les  points  de  la  surface  de  Riemann.  Sur  //  —  i  des 
feuillets,  je  détache  le  point  à  Finfîni  par  des  courbes  fermées  (h^  1res 
grande  dimension  (],,  (]^,  ...,  (Xi-n  ^t  je  considère  la  portion  de  la 
surface  de  Riemann  limitée  j)ar  C,,  Cj,  •••,  C^-i  et  conq)renant  le 
point  à  rinlini  sur  le  /i'^i'e  feuillet.  Sur  cette  portion  de  surface  cpii  n "a 
qu'un  point  à  rinfini,  nous  pouvons,  en  raisonnant  comme  dans  le  cas 
du  plan  simple,  obtenir  une  intégrale  continue  et  prenant  sur  ('.,, 
(1,,  . . .,  C^_,  des  valeurs  données.  Ceci  fait,  en  appliquant  de  nouveau 
la  méthode  alternée,  pour  deuv  contours  autour  du  point  P„_,,  nous 
obtenons  une  intégrale  continue  sur  la  portion  de  la  surface  limilée  j)ai' 
(],,  Cio,  ...,  C«  2  *^t  prenant  sur  ces  courbes  des  valeurs  données,  l'^n 
continuant  ainsi  de  proche  en  proche,  nous  arrivons  à  une  intégrale 
continue  sur  toute  la  surface  de  Kiemann,  dont  les  dérivées  partielles 
sont  elles-mêmes  continues,  sauf  aux  points  (a,  b)  et  au  point  à  lin- 
fini  sur  chacun  des  feuillets. 

(^uant  à  la  conclusion  du  n"  5,  elle  subsiste  entièrement,  et'  rien 
n'est  à  changer  dans  la  suite  des  raisonnements. 


7.  Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  en  ce  moment  sui*  l'expiation 

à'-  Il        à'- 1 


à'-  Il        à'- a        ,     ,,  I  ^ 
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Elle  se  rattache,  comme  il  est  bien  connu,  à  la  tliéorie  des  surfaces 
à  courbure  constante  négative.  Cette  théorie  étant  intimement  liée  à  la 
(  îéométrie  non  euclidienne,  qui  y  trouve  une  interprétation  toute  na- 
turelle, on  prévoit  a  priori  que  Téquation  précédente  peut  être  intro- 
duite dans  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes.  Pour  le  voir  bien  nette- 
ment, considérons  le  demi-plan  de  la  variable  complexe  ^  =  x'  -h  /  v', 
décomposé  en. un  réseau  de  polygones,  et  supposons  que  le  polygone 
londamenlal  soit  tout  entier  à  dislance  finie  el  sans  point  commun  avec 
la  bndl(^  (hi  demi-plan.  Soit 

(S)  /(Z,  U;=o 

une  courbe  algébriqu!?  correspondant  à  ce  groupe  fuchsien:  Z  it  l  sonl 
deux  fonctions  fuchsiennes  de  z.  Considérons  la  forme  quadratique 
que  laissent  invariable  les  substitutions  du  groupe  fuchsien 


en  posant  Z  =  \  -h  /^  .  elle  se  transforme  en 

A  <'-lanl  une  fonction  de  X  el  ^  .  Or.  dajis  l'identité. 
de'-  -  dx- 


y- 


=  l\d\'^d\-). 


Lf."  premier  membre  peut  représenter  le  carn''  de  rélémenl  linéaire 
d'une  surface  dont  la  courbure  est  constante  el  égale  à  —  r.  11  en  est 
donc  de  même  (hi  seconrl  menibre:  par  conséquent,  on  auia 

ù-  log/.        <)-  loi;  À 

^  -f-  '■ —  =  *'/.. 

et  par  suite,  en  ])osiiu!  /.  =  e", 

(  "  '}l!L  _L_  ^^  —       " 


THKORIE    DES    fioUATIONS    AUX     DÉP.IVKES    PARTIELLES.  1^)7 

c'est  l'é(jiiatioii  écrite  plus  haut  |)our  /.■  :=  i>.  D'autre  pari,  de  1  nli^ulilc 

V- 

oii  déduit,  eu  posant  Z  =f(^z  }l/(z)  élaut  uut"  l'onction  luchsienne  |. 


A  = 


v^moclV'(-^) 


Cette  expression  ne  change  pas,  quand  on  elFeclue  sur  z  une  substi- 
tution du  groupe  fuchsien;  donc  A,  considérée  comme  fonction  de  \ 
et  Y,  sera  une  fonction  uniforme  sur  la  surface  de  Ricmann  définie  par 
ré(juation  (  S  ).  ïl  en  sera  nécessairement  de  même  de  a;  nous  avons 
donc  ainsi  une  intégrale  de  Téqualion  (  ")),  uniforme  sur  la  surface  dr 
Kiemann,  et  n'ayant  que  des  singularités  logarithmiques.  Je  ne  pour- 
suis pas  aujourd'hui  les  conséquences  de  cette  remarque  :  cette  étude 
spéciale,  sur  laquelle  je  compte  revenir,  nous  éloignerait  troj)  des 
considérations  générales  sur  les  approximations  successives,  (jui  loni 
II'  principal  <jl)ji'l  de  ce  liavail. 


CHAPITRE  V. 

QUELQUES  REMARQUES  SUR  LES  ÉQUATIONS  DU  TERENTIELLES 

ORDINAIRES. 


I.  Les  méthodes  d'approximation  dont  nous  venons  de  faire  usagr 
peuvent  évidemment  être  employées  dans  le  cas  des  équations  diffc'- 
rentielles  ordinaires;  c'est  un  j)oiut  sur  le({uel  il  ne  me  parait  [las  inu- 
tile de  s'arrêter,  quoique  nous  n'ayons  ([u'à  ap[)li(pier  des  mélliodes 
étudiées  ])lus  haul. 
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Prenons  tout  d'abord  une  seule  équation  du  premier  ordre 

on  peut  établir  ainsi  le  théorème  fondamental  relatif  à  l'existence  de 
rintégrale  de  cette  équation,  prenant  pour  x  =  .r„  la  valeur  v  =  >  „. 
On  considérera,  à  cet  effet,  les  équations 

en  effectuant  chacune  des  quadratures,  de  façon  que  pour  x  =  Xo  on 
ait^-„=  Vo-  Il  s'agit  d'établir  que  ^'„  tend,  pour  //  infini,  vers  une  li- 
mite y  qui  représentera  l'intégrale  cherchée,  pourvu  d'ailleurs  que  x 
reste  dans  le  voisinage  de  x^.  Nous  faisons  sur  la  fonction  /(  >-, ./),  Thv- 
pothèse  qu'elle  est  continue  et  définie  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y 
comprises  respectivement  entre  x^  —  a  et  x^  -+-  a  d'une  part,  puis  \\,  —  b 
et^oH-  ^  d'autre  part;  de  plus,  on  peut  déterjuiner  une  constante  po- 
sitive /f,  telle  que 

et  nous  supposons  la  fonction  et  les  varial)les  rc-ellcs. 

Soit  M  le  module  maximum  de/(j',  x)  quand  x  et  v'  restent  entre 
li's  limites  indicjuées.  On  aura 


y^=  f  /(>'«, -^j^^^'+J'o  • 


Soit  p  une  quantité  au  })lus  égale  à  «;  >",  restera  dans  les  limites 
voulues  si 

Mp<  b. 
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et  il  est  évident  qu'alors  il  en  sera  de  même  de  y.^^,  . . .,  7„.  Désignant 
par  0  une  quantité  au  plus  égale  à  p,  nous  allons  supposer  que  x  reste- 
compris  entre  j7„  —  o  et  j^^  -h  o. 

Nous  avons  alors,  en  posant  )-„  —  J'„-,  =  z„, 

et  tous  les  z  s'annulent  pour  x  ^=  x^.  On  a 

l^.i<Mo^ 

puis 

et,  d'une  manière  générale, 

\z„\<:Mo(kB)"^'. 

On  voit  donc,  en  écrivant 

.V«=Jo+  ~■^  -+-  Z.,-h...+  Z„, 

que^„  tendra  vers  une  limite  si  A  o  <^  i .  La  série 

» 

sera  convergente,  comme  une  progression  géométrique  décroissante. 
Ainsi  y„  converge  vers  une  limite  y,  quand  x  reste  compris  entre  Cg  —  c 
et  x^,  -h  0.  G  claiil  la  plus  petite  des  quantités 

h        1 

'''  M'  y 
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Dans  ccl  intervalle,  v  représentera  manifestement  une  fonetion  con- 
tinue (le  ./•.  On  a.  (railleurs, 

l'I,  comme  v„  et  >'«_,  tendent  vers  r,  il  en  résulte  que 

et.  par  suite, 

cesl-à-dire  cjue  la  limite  r  satisfait  à  Téquation  différentielle.  L'existence 
de  l'intégrale  est  donc  ainsi  établie.  On  peut  évidemment  emplover  le 
même  mode  de  démonstration  si/"  est  une  fonction  analytique  des  va- 
liahles  ctniiplexes  ./•  et  )'. 

*1.  Passons  à  des  cas  moins  simples,  et  cherclions  ce  cpie  deviennent, 
dans  le  cas  particulier  d'une  seule  variable,  les  résultats  cjuc  nous 
avons  établis  dans  le  cas  de  deux  variables.  Nous  envisageons  l'équa- 
tion 

d' 


Au  point  de  vue  où  nous  sommes  placé,  nous  devons  cberchei-  à  d(''- 
lermim-r  une  intégrale  par  la  valeur  A  qu'elle  prend  j)Our,/'  =  a.  et  la 
%al<'ui-  I)  (ju'elle  prend  pour  x  ^  b. 

l'arlaiil  d  une  fonction  arhiliiiii-e  j',,,  on  fornieia  la  snile  des  ('(iiia- 
lions 

^  —  fi  r   V     '^\ 
d'Y^.  /./  d\\\ 


'Hlll  -  fi   r    xr  "IIjlA 
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chaqiu'  ('Cjualioii  ('laiil  intégrée  par  la  condition  que,  pour  .t: —- a  "'l 
./;  =  h^  Xy  convspondant  prenne  respeclivenient  les  valeurs  A  el  1). 

En  faisant  les  mêmes  hypothèses  sur  la  fonction /qu'au  (Chapitre  I. 
on  démontrera  que  ^'„  tendra  vers  une  limite  y  si  lintcrvalle  (/iJ>) 
est  suffisammenl  ])elit.  On  aura  ainsi  une  inlégrale  de  l'écpialioii 

d'-v        fi  (ly 

a.r-        ■'  \     '•       d.r 

contimie  dans  rinlervalle  («,77)  et  prenant  aux  deux  cxh-t'-milés  les 
valeurs  A  et  B.  Cette  intégrale  n'est  pas,  d'ailleurs,  iiécessairrincnl 
unique. 

5.  Ilapprochons-nous  maintenant  des  circonstances  (''tndiécs  dans  le 
Chapitre  III,  en  partant  de  l'équation 

Si  la  fouclion  f  croit  toujours  en  même  temps  que  y,  il  iic  pourra 
y  acoir  deux  intégrales  de  cette  équation^  continues  dans  Viuler- 
\'alle  (a,  b),  et  prenant  les  valeurs  A  et  B  aux  deux  extrêinilês.  (  )n 
aurait,  en  effet,  en  désignant  par  j',  etVo  ces  intégrales, 

(1)  -^-  =/(-^^.rO-/(-^,  V.); 

on  peut  supposer  que,  dans  Tintervalle  («,  h)^  la  différence  j-,  —  y-,  qui 
s'annule  aux  limites,  garde  un  signe  constant  dans  rinlervalle;  car, 
dans  le  cas  contraire,  on  fractionnerait  l'intervalle  en  plusieurs  autres. 

Or,  si  l'on  a 

d^-z  .    . 

dr-         '  ^    ^' 

rintcgralc  z^  s'annulant  pour  x  =  o  el  [)Our  ./•  =--  .r(,>  o  est  donnée  par 
la  fornude 
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Si  donc  o(j?)  est  positif,  z  sera  négatif  dans  Tintervalle  de  o  à  x^. 
Soit  maintenant,  pour  fixer  les  idées,  y^  >>  a^  dans  Tintervalle  («,  /?), 
l'équation  (i)  montre  que^',  —  J'o  est  négatif  dans  cet  intervalle,  con- 
tradiction (jui  démontre  notre  assertion. 

La  méthode  d'approximations  successives  ne  donne  une  suite  con- 
vergente que  si  lintervalle  est  suffisamment  petit;  mais  nous  pouvons 
encore  ici,  comme  dans  le  cas  deTéquation  à  deux  variables,  employer 
un  procédé  alterné.  Il  sagit  de  montrer  que,  ayant  quatre  quantités 
«,  a,  ^,  [îl  rangées  par  ordre  croissant  de  grandeur,  si  Ton  sait  résoudre 
le  problème  pour  l'intervalle  (<2,  b)  et  Tintervalle  (a,  |î),  on  pourra  le 
résoudre  pour  l'intervalle  (a,  j^).  On  supposera,  comme  il  est  permis, 
que  les  valeurs  extrêmes  sont  nulles;  de  plus,  il  est  supposé  que /(.r,  r  ) 
reste  toujours  positive. 

On  considère  d'abord  l'intégrale  u^  de  l'équation 

définie  dans  l'intervalle  (a,  b)  et  s'aimulant  aux  extrémités.  Elle  prend 
en  a  une  certaine  valeur,  et  l'on  forme  alors  l'intégrale  de  l'équation 
prenant  en  a  cette  valeur  et  s'annulant  en  3;  en  continuant  ainsi,  l'on 
forme  deux  suites 

f/, ,     w^,     w.,,      ...,      Un,      ..., 

t-",  ,        ^2,        P's,        . . .,        v„,        . . ., 

comme  dans  le  cas  des  deux  contours  qui  empiètent  luii  sur  l'autre. 
Nous  allons  montrer  que  w„  et  r„  tendent  chacun  vers  une  limite.  Il 
nous  faut  faire,  avant  tout,  deux  remanrues  :   soit  une  intéo^rale  de 

r  .  .•  <^/"  >■  •  1  ;  ,  ,  . 

1  équation  -~,  =  o,  s  annulant  en  «  et  prenant  en  h  une  valeur  négative 

—  lî:  on  vérifie  immédiatement  que  cette  intt''grale  prend  en  a  une  va- 
leur —  Vjq^  pétant  un  nombre  positif  plus  petit  que  l'unité.  D'autre 
part,  si  l'on  considère  deux  intégrales  y^  et  y.,  de  l'écjuation  (2),  cl 
telles  que  y^^y2  en  a  et  en  />,  il  en  sera  de  même  dans  tout  l'iuli-r- 
vall.-. 
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Ceci  posé,  il  n'y  a  plus  rien  à  changer  aux  raisonnements  que  nous 
avons  faits  au  Chapitre  III,  et  nous  arrivons  à  la  même  conclusion. 

Dans  ce  qui  précède,  il  est  supposé  quc/(.x',y)  est  toujours  positif; 
on  j)ourrait  encore  se  placer  dans  la  même  hypothèse  qu'au  n"  4  du 
Chapitre  III,  c'est-à-dire  examiner  le  cas  où  /(x,  y),  toujours  croissant 
avec  V,  s'annule  pour  y  —  o.  Si  les  valeurs  extrêmes  (pie  l'on  se  donne 
pour  l'intégrale  sont  de  même  signe,  on  pourra  encore  employer  le 
procédé  alterné. 

4.  Nous  venons,  dans  le  numi-ro  précédent,  de  nous  })lacer  entiè- 
rement au  même  point  de  vue  que  dans  le  cas  de  Téquation  aux  dé- 
rivées partielles.  Nous  pouvons  continuer  encore  à  développer  cette 
analogie.  Revenons  à  l'équation 

Il  y  a  un  cas  où  Ton  peut  être  assuré  (pi'il  n'y  a  (piuiR'  seule  inté- 
grale, continue  dans  un  intervalle  (a,  b)  et  prenant  aux  deux  extrémi- 
tés des  valeurs  données.  Prenons  d'abord  l'équation  linéaire:  soit 

A  et  B  ne  dépendant  que  de  x.  Supposons  qu'il  y  ait  une  intégrale  v, 
sannulani  pour  .r  =  a  et  pour  v  =  h.  On  a  évidemment 

"  Il 

•ipii  se  transforme  de  suite,  en  inlégiant  par  partie,  et  devient 

si  donc  on  a,  pour  tonte  valeur  de  ./;  entre  a  et  ^, 

B>AS 
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on  est  assuré  que  rintégrale  considérée  j'  ne  peut  qu'être  identique- 
ment nulle.  On  pourrait,  d'ailleurs,  aller  plus  loin,  en  employant  un 
artifice  dont  nous  nous  sommes  servi  déjà  au  commencement  même  de 
ce  Mémoire.  Si  A  désigne  une  fonction  continue  quelconque  de  x,  entre 
a  et  }>.  on  aura 


(3) 


r''fH\y-)  j 


en  addilioiiiiant  (y.)  et  (  Ti),  il  viei\t 


f/v  \- 


dv 


d'y.  \ 


I  p./-'(>--^b'g.-("-:f.).- 


o  : 


si  donc  A  est  tel  que 


j-  -(A^A)- 


B 


VMJeMa  être  idenli(piement  nul.  Nous  sommes  donc  ramené  à  recher- 
cher si  Ton  peut  déterminer  une  fonction  continue  A  de  x,  entre  a  et  b. 
telle  que  cette  inégahlé  soît  vérifiée.  Mais  je  n'insiste  pas  sur  ce  point, 
el  jious  nous  contenterons  de  la  condition  suffisanle 

B>A^ 

lleprenoiis  maintenant  Téipialion  non  liiK-aire  (  J  )•  On  ^a  trouver 
très  facileme'iit  un  cas  étendu  où  cette  équation  n.e  pourra  avoir  deux 
intégrales  continues,  prenant  les  mêmes  valeurs  en  a  et  b.  Soient,  en 
eflet,  y,  ol y.,  deux  telles  intégrales;  on  a 


(^H.yi—vt)       fi  ^   ,,     dv.A        ri  dv,  . 


Si  nous  supposons  maintenant  (pie /'ail  i\i'>  dérivées  partielles  (hi 
second  ordre,  elles-mêmes  conliinies.  nous  |)()ui"rons  ('criiv^  eu  po^^aul 
K, -y,  =a, 

d-  Il  .    du         ,  - 

d.i-  dx 
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en  posant 


je  (Icsigne,  pour  marquer  les  dérivations,  la  fonction  /  par  /"(./',  r.  -  )• 
A  et  B  peuvent  être  considérées  comme  des  fonctions  de  ./;.  <  )i',  si  l'on 
a.  quels  que  soient  j/' et  ^,  pour  :r  compris  entre  a  et  //. 

il  est  manifeste  que  Téquation  (i)  n'auia  (piiinc  seule  intégrale  pre- 
nant (les  \aleurs  données  pour  x  =  a  et  pour  v'  =  ^,  résultat  (pii 
comprend  nécessairement  comme  cas  particulier  celui  où  la  foiiclion  /' 
ne  contient  que  x  et  y,  et  croit  avec  y. 

3.   Xous  n'avons  jusqu'ici  considéré  qu'une  seule  équation.   Il  csl 
1res  intéressant  de  considérer  un  système  d'équations  de  la  forme 


r/>"  \r 

"        y  /Il    /"     /  \ 


Nous  n'avons  pas,  pour  les  équations  aux  déri\(''es  partielles,  consi- 
déré des  systèmes  d'équalioiis. 

Les  résultats  précédents  ne  s'étendent  [)as  d'eux-mêmes  à  un  lel  sys- 
tème. Il  sera  suffisant  de  se  horiK^r  à  Dt  =  2:  nous  ('criNoiis  donc  les 
deux  ('([nalions 

(4)  ,7^  =A-r,  7,  -■).      ^y,-3  -  ?(■'•,  V,  r  ). 

Nous  considérons  de  suite  le  cas  où /et  o  sont  positifs  et  croissml 
avec  j' et  :^.  On  ne  doit  pas  chercher  à  ('lahlii'   ([u'il  \\\    a  (laii<  ce  cas 
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qu'un  seul  système  d'intégrales  continues  prenant  [)Our  x  =^  a  et  x  =  b 
des  valeurs  données;  le  fait  n'est  pas  exact.  Pour  en  donner  un 
exemple,  il  suffit  de  considérer  l'équation 

/"étant  positif  et  croissant  avec  j^.  Il  y  a  une  intégrale  Y  de  cette  équa- 
tion s'annulant  aux  deux  limites  de  l'intervalle  (a,  b).  D'autre  part,  les 
approximations  successives  donnerlt,  en  général,  deux  limites  y,  et  r, 
dilïérentes,  s'annulant  en  a  Gi  b  et  satisfaisant  aux  équations 

d'y        j.. 


dx'- 

d-. 
di 


^=/(^.7)- 


Si  donc  on  envisage  ce  système,  il  admet,  avec  les  mêmes  condi- 
tions aux  limites,  les  deux  systèmes  de  solutions 

Ils  ne  coïncident  que  si  1  intervalle  est  assez  petit. 

Cette  remarque  faite,  revenons  au  système  (4)-  Nous  n'allons  avoir 
à  donner  à  }'  et  z  que  des  valeurs  négatives,  et  nous  supposerons  que 
pour  deux  tels  systèmes  (juelconques  de  valeurs  (y,,  -,)  et  (  v%,  z.,)^ 
ou  a 

I ?(•*•,, r-^,  ^•..)-  9(-^^rn  ^.)l<(-^-lr. -7.1  +r) •!-•.  — ^.1- 

A.  1),  (^  (i  D  désiguaul  (juatrc  constantes  positives. 

(Quelle  que  soil  la  longueur  de  l'intervalle  (a,  6),  l'emploi  (les  ap- 
proximations successives  conduit,  en  partant  de  y  =  o,  ::  =  o,  à  deux 
limites  déterminées  :  (w,  t')  d'une  part,  (  U,  V)  de  l'autre.   C'est  seu- 
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lement  quand  rintcrvalle  est  assez  petit  que  l'on  a 

U  =  u,  \  =  v. 

Désig'nons  par  A  la  limite  supérieure  au-dessous  de  laquelle  ces 
identités  seront  vérifiées.  Cette  limite  pourra  s'exprimer  à  l'aide  de  A. 
13,  C  et  D.  Si  maintenant  on  veut  avoir  un  système  d'intégrales  y,  z 
prenant  des  valeurs  autres  que  zéro,  aux  deux  extrémités,  on  pose 

y  =  y.x  +  fi  +y ,  -  =  a,  37  4-  ?,  -H  ;', 

les  a  et  P  étant  choisis  de  façon  quej''  et  z'  s'annulent  aux  deux  limites, 
et  l'on  a  deux  équations  de  même  forme.  On  a})pli(piera  alors  à  ces 
é(piations  transformées  la  méthode  d'approximations  successives;  la 
limite  X  (qui  ne  dépend  que  de  A,  B,  C,  D),  au-dessous  de  laquelle 
les  approximations  donnent  une  limite  unique,  sera  la  même  (jue  pljis 
haut.  Nous  pouvons  donc  attacher  un  sens  précis  à  l'intégrale,  calcuh'c 
comme  il  vient  d'être  dit,  prenant  des  valeurs  données  (négatives  j, 
aux  deux  extrémités  d'un  intervalle  moindre  que  X.  On  peut,  d'ail- 
leurs, en  réduisant  encore  X,  s'il  est  nécessaire,  démontrer  que  cette 
intégrale  est  unique. 

Considérons,  en  effet,  deux  systèmes  (y,,  :;,)  et  (j^., ,  z.,)  d'inlé- 
grales  s'annulant  aux  extrémités  a  et  [^  d'un  intervalle.  Les  qualic 
fonctions^,,  y.,^  j,  et  z.,  seront  évidemment  négatives,  et,  en  posaul 
y-2  —  y\  ^^  u,  z.,  —  ::,  =  (',  on  pourra  écrire 

^=A.^-4-B,r, 

A,,  Ao,  B,,  B^,  étant  des  fonctions  de  x,  respectivement  moindres  que 
les  constantes  positives  A,  B,  C,  D  considérées  plus  haut.  On  suppose 
ici  que /et  o  ont  des  dérivées  partielles  par  rapport  à  y  et  z.  Or  nous 
allons  voir  que,  dans  ce  dernier  système  d'équations,  il  n'y  a  pas  d'in- 
tégrales continues  s'annulant  pour  a  et  ^,  si  l'intervalle  (a,  ^)  est  assez 
petit,  sauf  a  —  o,  r  =  o.  Le  point  très  important  consiste  à  montrer 


iio8 
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(juc  la  limite  supérieure  de  cet  intervalle  peut  s'exprimer  en  fonclion 
de  A,  B,  C,  D.  A  cet  effet,  nous  considérons  les  relations 


X 


'K^^~^^'"~^''^^''"''' 


d'^ 


I     p  (  ^^  —  A^  u  —  Bo  V )  dx  =  o, 


évidemment  vérifiées,  puisque  lélément  est  identiquement  nul,  (jui  se 
transforment  de  suite  en 


(V-) 


A  ces  deux  relations,  joignons  les  trois  suivantes 
(V)      /      -^^^cU  =  o,         I     -^^cU=o.         I      --^d.r  = 


o. 


où  1',  (^,  K  sont  des  fonctions  contiuues  quelconques  de  .r.  En  faisant 
la  somme  des  premiers  membres  des  relations  (u,)  et  (v),  nous  obtien- 
drons une  intégrale  unique,  dont  l'élément  sera  une  forme  quadratique 

en  i/,  i\  -—,  -J-'  Les  conditions  i)0ur  fiue  cette  forme  soil  définie  s'ex- 
d.r    dx  *  ^ 

[)riiii('iit  par  trois  inégalités  entre  P,  Q,  Il  et  leurs  dérivées  premières 
et  les  fondions  A,,  Ao,  B,,  B.:  il  est  inutile  de  les  écrire,  quoique  ce 
soit  bien  simple  :  soit 

?i<*>-  ?2<«,  ?:i<o: 

or  (•<)Usid(''rons  les  étpiations 

9i  =  —  U'  -  9j  =  —  <^"5  93  =  —  <^'- 

a  élanl  un  noml)re  fixe  daillcurs  arbilraire.  .Nous  pouvons  considérer 
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ces  trois  équations  comme  définissant  P,  Q,  R,  dont  on  se  donnera  ar- 
bitrairement les  valeurs  pour  une  valeur  particulière  de  x.  La  limite 
de  la  région,  dans  laquelle  P,  Q,  R  seront  certainement  continues, 
pourra  s'exprimer  en  fonction  des  constantes  A,  B,  C,  D;  car  les  fonc- 
tions A,,  Ao,  B,,  Bo  et  non  leur  dérivée  figurent  dans  les  o.  Le  théo- 
rème est  donc  établi.  Pour  un  intenalle  (a,  b),  nous  pouvons  fixer 
un  nombre  A,  tel  que  pour  tout  intervalle  (ex.,  ,3)  compris  dans  (a.  b) 
et  moindre  que  A,  les  approximations  successives  convergent,  et  que 
de  plus  il  n'y  ait  qu'un  seul  système  (u,  v)  prenant  des  valeurs  né- 
gatives données  en  a.  et  '^. 

Ce  résultat  obtenu,  nous  allons  pouvoir  trouver  une  intégrale  {y,  z ) 
du  système  (4)  prenant  aux  deux  extrémités  de  l'intervalle  (a,  b)  des 
valeurs  données,  que  nous  pouvons  supposer  être  zéro.  On  peut,  cii 
effet,  faire  usage  du  procédé  alterné,  pourvu  que  la  longueur  d'un  des 
deux  intervalles,  qui  ont  une  partie  commune,  ne  dépasse  pas  A.  Dési- 
gnons comme  plus  haut  (n*^  5)  par  (a,  b)  et  (a,  '^)  les  deux  intervalles, 
on  aura  pour  Tensemble  (y,  z)  deux  suites  qui  convergent  chacune' 
vers  une  limite  ;  Tune  de  ces  suites  est  définie  dans  Fintervalle  (a,  b ), 
l'autre  dans  l'intervalle  (a,  ^).  Dans  ces  deux  suites,  y  et  r  ont  la 
même  valeur  en  a  et  en  b\  si  Fintervalle  (a,  b)  est  supérieur  à  A,  nous 
ne  sommes  pas  assuré  que  j^  et  r  coïncideront  dans  les  deux  suites,  de 
a  à  b,  et  alors  la  méthode  alternée  ne  nous  donne  rien.  Il  en  est  tout 
autrement  si  un  des  intervalles,  et  par  suite  (a,  b)  est  moindre  qiio  /.. 
On  peut  toujours  s'arranger  de  manière  qu'il  en  soit  ainsi,  et  fiiialf- 
ment  on  arrivera  à  l'intervalle  (a,  b).  Nous  obtenons  donc  en  résumé 
un  systiime  d'intégrales  {y,  z)  de  l'équation 

y  et  z  s' annulant  pour  x  =  a,  et  pour  x  =  b.  Nous  ne  pouvons  d'ail- 
leurs pas  affirmer,  cela  n'est  même  pas  exact,  en  général,  qu'il  n'y  ail 
que  cette  solution  satisfaisant  à  ces  conditions;  mais  il  nous  parait 
intéressant  d'avoir  établi  l'existence  d'au  moins  une  solution.  Ces 
considérations  s'étendent  à  un  nombre  quelconque  d'équations  de 
même  forme. 

Pour  les  équations  aux  dérivées  partielles,  on  pourrait  de  mémo 

Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  VI.  —  Fasc.  II,  1890.  -" 
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envisager  certains  systèmes,  ce  que  nous  n'avons  pas  fait  dans  les  (Cha- 
pitres précédents.  L'extension  dos  considérations  cjui  viennent  d'être 
développées  en  dernier  lien  ne  présenterait  pas  de  difficultés.  On  con- 
sidérerait le  système 

^    H-    -^    =f-2{x,    X,    M,,   //.,    ...,    //„,), 


f,„{x,y,  u,,  n., a,„). 


d.T'^  dy- 


Va\  supposant  les  /jujsitifs  el  croissant  avec  les  w,  on  pourra  former 
////  syslèmc  d'intégrales  u^^  n.,,  ...,  w,„  prenant  des  valeurs  données 
sui'  un  contour,  système  qui  d'ailleurs  ne  sera  pas  unique  en  général. 
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Sf/r  les  formes  différentielles  assoeiées  ; 
Par  m.   g.   HALPHEN. 


\  oici  (ral)ord  iino  formule  qui  sera  très  utile. 

Soit  y  une  fonction  d'une  variable  indépendante,  [)ar  rapport  à 
laduelle  on  prend  les  dérivées,  dénotées  par  des  accents.  On  a  succes- 
siv<'nienl 

2.>:>''  =  Ky-h 


■iyy'^=  {y-Y-  4(.r"')"4-  -^y'- 

Dansées  formules  apparaissent  les  mêmes  coefficients  numéri<pies 
(juc  dans  les  suivantes  : 

2COsa    =  {^2cosa), 
2cos2a ^  (2cosa)'^  —  2, 
2C0s3a=  (acosa  )'  —  3(2cosa), 
2cos4a=  (  2Cosa  )*  —  4(  2C0S2a)-  -h  2. 

L) Uni'  manière  générale,  on  a,  comme  on  sait, 

2  cos//  y.  —  (  2  cosa)" (2  cosa)""- 

-\ ^- (2  cosa)"  * -^ ^—^ (2  cosa)"  ".  . .  - 

I .  ^       ^  ^  1.2.0 
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On  aura  de  même 


(2) 


La  démonstration,  sur  laquelle  je  ne  crois  pas  utile  d'insister,  ré- 
sulte immédiatement  des  deux  formules  comparées 

2  cos(/?  H-  I  )a  =  (2cosa)  2  cos/^a  —  2cos(/z  —  r)a, 

Dans  cette  dernière,  le  second  terme  du  second  membre  s'exprime 
au  moyen  delà  formule  (2),  où  Ton  change^  ^^^y'  et  n  en  (n  —  1). 

Par  le  changement  de^'  en  y'  ou  y",  y'",  ...  la  formule  (2)  permet, 
comme  on  voit,  d'exprimer  tout  produit  de  deux  figures^-,  y\  y",  .  ■  . 
par  les  carrés  et  les  dérivées  de  ces  carrés. 

Une  expression  U,  contenant  une  ou  plusieurs  indéterminées 
comme  j^,  fonction,  laissée  arbitraire,  de  la  variable  indépendante,  est 
dite  dérwée  exacte  s'il  existe  une  autre  expression  V,  contenant  les 
mêmes  indéterminées,  et  dont  la  dérivée  V'  reproduise  exactement  U. 
Ainsi  par  les  formules  (i)  on  voit  que  j'y',  yy'"  sont  des  dérivées  exactes, 
tandis  que  yy'\  yy^''  n'en  sont  pas.  Et  généralement,  dans  la  for- 
mule (2),  on  voit  que  jvy'"' est,  ou  non,  une  dérivée  exacte,  suivant 
f[ue  n  est  impair  ou  pair. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  emploierons  le  signe  e^  pou^  exprimer 
une  égalité  dans  laquelle  on  néglige  des  dérivées  exactes.  Par  exemple, 
d'après  la  formule  (2),  où  l'on  suppose  n  pair,  on  déduit  en  retenant 
seulement  le  dernier  terme,  dont  le  coefficient  est  égal  à  2, 

(3)  v/- '"!  =  (- irO'"'»': 

tandis  que,  si  11  est  impair,  on  conclut 
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Soit  a  une  autre  fonction  quelconque  de  la  même  variable  indé- 
pendante. 

Prenons  Tidentité,  base  de  l'intégration  par  parties, 

=  lay'"'~*^  —  a'y'"'--^  +  ay'"'-''  —  . . .  -^  (  —  i  )'"-  '  à'^'W] 

ou,  suivant  nos  conventions, 

{\)  ay'^:  =  (-i)"'a"''y. 

Multiplions  les  deux  membres  de  la  formule  (2)  par  a,  puis,  au  se- 
cond membre,  remplaçons  cbaque  terme  par  son  équivalent  d"après  la 
formule  (4)  où  Ton  change  successivement  y  et  m  en  y'^  et  n,  en  >'^ 
et  (n  —  2)  eny"^  et  (n  —  4),  et  ainsi  de  suite.  Tl  en  résulte  la  formule 
suivante  qui  est  d'une  grande  utilité  : 

l  (-  i/'2ayy"^  =  a^''Y~  y  a^"-'-y'-  -f-  '' ^'|  ~  ^^  a'"- '  y ^' 

\  1.2.3  -^ 

Par  le  changement  de ^'  en^'',^",  ...  cette  formule  permet  de  ré- 
duire tout  produit  de  deux  figures  y^y'^y"-  •  •  •  ^ux  seuls  carrés^'-, 
>'^5  y"'i  •  •  • .  en  négligeant  une  dérivée  exacte. 

Nous  aurons  à  considérer  des  formes  quadratiques,  c'est-à-dire  des 
polynômes  homogènes  et  du  second  degré,  par  rapport  ky,  y',  y  .  ..., 
avec  des  coefficients,  qui  seront  censés  dépendre,  dune  manière  (|uel- 
conque,  de  la  variable  indépendante.  Appelons-les,  pour  abréger, 
formes  quadratiques  différentielles  ;  on  aura  soin  de  ne  pas  les  con- 
fondre avec  les  formes  quadratiques  ordinaires,  que  nous  aurons  aussi 
à  envisager,  avec  d'autres  indéterminées,  et  dans  lesquelles  les  coctli- 
cients  sont  toujours  supposés  constants  ou  numériques. 

Nous  aurons  aussi  à  envisager  des  formes  linéaires  différmdi'lh's^ 

polynômes  homogènes  et  du  premier  degré  en  y^  y'-,  y" «ivcc  des 

coefficients  dépendant  de  la  variable. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  Yoi'dre  de  la  forme  sera  toujours  h:  j)ln> 
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grand  indice  de  dérivation  avec  lequel  figure,  dans  celle  forme,  Yindé- 
trrinînor  v.  Ainsi. 

L  =  ay'  -h  2  à  y'  ^-  a"y^ 

\  —  -2(1  yy' —  -ihy'  y"  -h  '.\à  yy"  —  h'  y-  ■{-  '^a'  yy'  -f-  a'"  y- 

sontdes  formes  différentielles,  la  première  linéaire  et  du  second  ordre, 
la  seconde  quadratique  et  du  troisième  ordre.  Ces  formes  sont  toutes 
deux  des  dérivées  exactes,  ce  qui  s'écrira  ainsi 

L=o,         V  =  o. 
(  >n  a.  <Mi  effet, 

L"  =(ayy, 

\   —  I  'layy  —  {a  -^  h)y"-  -h  à  yy'  -^  <7"j--/. 

Les  formes  quadratiques  différentielles,  qui  sont  des  dérivées  exactes, 
sont  précisément  celles  que  nous  aurons  à  envisager,  et  le  but  pour 
le({uel  j"ai  établi  la  formule  (j),  c'est  de  discerner  facilement  ces 
formes.  Voici  comment  : 

Par  la  formule  (5  )  on  peut  immédiatement  réduire  la  forme  à  uiir 
somme  de  carrés,  en  négligeant  une  dérivée  exacte,  et  écrire  ainsi, 
pour  une  forme  ^^    quelconque, 

(6)  AV^^  A (;>->)=■'  -i-  hiyyf  -I-  . . .  -f-  \.y\ 

Pour  que  ^^  soit  une  dérivée  exacte,  il  faut  que  tous  ces  carrés 
manquent;  ainsi  la  réduction  au  moyen  de  la  formule  (5)  fait  néces- 
sairement apparaître  le  caractère  de  dérivée  exacte,  s'il  existe.  En  effet, 
si  W  est  un<'  d/'rivée  exacte,  on  aura  identiquement 

('?)  T'  =  My^P^y  +  B(yv)):^  ^  .  .  .  +  hy\ 

<'t  1  sera  aussi  une  forme  quadrati(jue  différentielle.  Mais,  si  n  est 
Tordre  de  celte  dernière,  les  termes  qui,  dans  T,  contiennent^',  don- 
u«'nl,  pai-  l;i  dillV-rcnlialion,  les  ternies  de  Tordre  le  plus  élevé  a""^' 
dans  T';  ceux-ci  ne  peuvent  se  réduire  avec  d'autres  et  sont  du  pre- 
mier degré  par  rai)port  à  v"^".   Donc,  dans  la  dérivée  T,  les  termes 
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de  Tordre  1^  plus  élevé  ne  peuvent  être  des  carrés.  Donc,  dans  le 
second  membre  (6),  aucun  des  indices  p,  q^  . . .  ne  peut  être  le  plus 
grand.  Donc  tous  ces  termes  doivent  manquer. 

En  résumé,  pour  qu'une  forme  quadratique  dijférenliellr  \\  soil 
une  dérivée  exacte,  il  faut  et  il  suffit  que  sa  réduction  par  la  for- 
mule (5)  aboutisse  à  y\  ~j^q. 

On  remarquera,  en  passant,  que  la  réduction  d'une  forme  \N  en  car- 
rés, telle  que  (6),  peut  se  faire  d'une  seule  manière;  sans  quoi  niu' 
somme  de  carrés,  non  identiquement  nulle,  serait  une  dérivée  exacte. 

Prenons  pour  exemple  la  forme  V  considérée  précédemment;  voici 
le  calcul  : 

ibyy'EEiz  —   //>''^, 

'\ayy"^^E^  -f-  là" y-  —  Sa  y'-. 
b'y'^~  +    Ijy'^, 

a"'y^=-^  a"'y'\ 
V  =  o. 

Considérons  deux  formes  linraires  différentielles  (r^,  ^t^;  leur  pro- 
duit est  quadratique.  Si  ce  produit  est  une  dérivée  exacte,  les  deux 
formes  Go,  G,  seront  dites  associées. 

Soient 

(;,  =  ay"'  +  />r"^'  -h.... 

G,=r«,/'P  H- /^  >-'''' -+-... 

deux  formes  associées.  Si  leurs  ordres/;,  n  étaient  éj^aux  entre  eux,  le 
produit  Go  G,,  réduit  en  carrés,  contiendrait,  pour  premier  carré 
aa,(/'''^)^,  et  ne  serait  pas  une  dérivée  exacte.  Les  ordres  soni  donc 
inégaux.  Soit /;<</?.  Si  la  différence  (/?—/?)  était  jiaire.  on  auiail. 
d'après  (5), 

2  aa ,  y'^P[y"^^^  (aa ,  )'"  p^  (/^^  )-  —  ^^-^  {aa ,  )  "  ''-^  (y/-'   r -h  . .  . 

-j-(—  I  )   '    2.aa^(y''^*■"  f. 
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Le  dernier  terme  de  cette  formule  a  Tordre  le  plus  élevé,  parmi  tous 
ceux  cjue  fournira  la  réduction;  il  est  seul  et  ne  peut  disparaître.  Donc 
l'hypothèse  que  n  eip  soient  de  même  parité  est  incompatible  avec  la 
propriété  d'association.  Donc,  dans  deux  foj- m  es  associées,  les  ordres 
sont  de  parités  opposées. 

Je  vais,  à  ce  sujet,  résoudre  un  premier  problème  :  Trouver  toutes 
les  /ormes  associées  à  la  forme  la  plus  simple,  G,  =  y.  Elles  sont 
d'ordre  impair,  comme  on  vient  de  le  reconnaître,  puisque  G,  est 
d'ordre  zéro. 

Je  dis  d'abord  cjue  la  forme  suivante 

(8)  F  =  (ajy2«+.)_^^y2«+<) 

<*st  une  associée  de  G,.  Si,  en  effet,  dans  la  relation  (4),  on  suppose 
m  =^  2n-\-  i,  et  cju'on  mette  ay  au  lieu  de  «,  ou  a  (en  mettant  les 
termes  au  second  membre) 

c'est-à-dire 

G,F  =  o. 

Soit  maintenant  Go  une  forme  quelconque,  d'ordre  (2/i  ■+-  i),  asso- 
ciée à  G,  ;  prenons  son  premier  terme  ^ay'-'''^'^  composons  la  forme  F 
avec  le  même  coefficient  a.  La  différence  (Go  —  F)  est  également  asso- 
ciée à  G,  ;  mais  elle  est  d'ordre  inférieur  à  (2/^  -h  i),  car  F  a,  comme 
(jo,  2 ay'^""^'^ -pour  premier  terme.  Donc  (Gq— F)  est  une  forme 
d'ordre  au  plus  égal  k  (in  —  i).  En  poursuivant,  on  voit  que  l'expres- 
sion générale  de  G^,  se  compose  de  la  somme  de  plusieurs  formes  parti- 
culières, telles  que  F,  d'ordres  décroissants,  et  de  coefficients  <7,  h,  . . ., 
quelconques 


(9) 


^  G 0  =  ( ay )(=»"•*- ' )  -+-  ay'-"^ ' ^ 

1  ^(^i,yy2n-n ^  ^y2« -.)  _|_ . . . ^ ^[yy  4_  /y. 


Par  exemple,  en  supposant  /^  =  t,  a  =  i,  on  trouve  la  forme 
G  =  y"'-{-^2by'-hh'y, 


SUR    LES    FORMES    DIFFÉRENTIELLES    ASSOCIÉES.  2x7 

ayant  cette  propriété  que  y  G  est  une  dérivée  exacte 

Voici  un  second  problème  analogue  :  Trouver  les  associées  de  la 
formeG^  =^'.  En  mettant  à  part,  dans  la  forme  cherchée,  le  terme 
où  jK  n'est  pas  dérivé,  on  peut  écrire  cette  forme/(y')+  cy.  Mais  la 
réduction  du  produit  y'/{y')i  d'après  la  formule  (5),  ne  saurait 
amener  le  carré  y'*,  tandis  que  le  produit  cyy'  amène,  au  contraire,  le 
terme  —  T,c'y-.  Pour  que  la  forme  soit  associée  de  jk',  il  faut  donc  que 
c'  soit  nul,  donc  c  constant.  Cela  étant,  cyy'  est  une  dérivée  exacte, 
et  il  faudra  que  y'f{y')  le  soit  aussi.  Donc  les  formes  cherchées 
(d'ordre  in)  sont  contenues  dans  la  formule  suivante,  où  le  dernier 
coefficient  c  est  une  constante, 

\  G,  =  (ay'y"-^-^ay'^"-+(by')---^ 
'^^^  \  -hby'^-"--^-\-...^(ly'y-h/y"-hcy. 

Par  exemple, 

G  =  y'""  +  2  by"  -+-  b'y'  -+-  cy, 

y'  ^  =  {y  y'"  -  b'"'  +  ^y"  +  i  ^y'  )'• 

Le  problème  général  sur  les  formes  associées  consiste  à  trouver 
toutes  les  formes  G^,  associées  à  une  forme  donnée  G,.  Je  vais  fah'e 
voir  d'abord  que  ce  problème  se  réduit  à  la  recherche  dos  formes  dont 
l'ordre  est  moindre  que  celui  de  G,. 

Supposons  Go  d'ordre  supérieur  à  celui  de  G,,  et  soit  (2//  H-  i j  la 
différence  des  ordres,  qui  est  nécessairement  impaire. 

En  mettant  dans  l'expression  (9)  G,  au  lieu  de  y,  composons  la 
forme 

i  H=(aGO'=""'^-H«G';"^" 
^''^        )  -+_(^,G,y2«-'■^/>G'f«-"-^...^-(/G,y-f-/G'.. 

Cette  dernière  H  est  associée  à  G,,  et  du  même  ordre  que  la  forme 
cherchée  G^. 

Par  un  choix  convenable  de  a,  on  abaissera  l'ordre  ((îo  —  II),  en 

Juurn.  de  Math.  (4°  série),  loine  VI.  —  Fasr.  II,  1890.  -" 
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faisant  disparaître  le  terme  de  Tordre  le  plus  élevé.  Mais  (Gq—  H) 
étant  associée  à  G,,  son  ordre  surpasse  celui  de  G,  d'un  nombre  im- 
pair d'unités,  (in —  i)  au  plus.  Par  le  choix  de  h  on  pourra  donc  ré- 
duire cette  différence  au-dessous  de  (in  —  i),  puis,  par  le  choix  du 
coefficient  suivant,  au-dessous  de  (2 /z  —  3).  .. .,  enfin  par  le  choix  de  /, 
(Go  —  H)  sera  réduit  à  un  ordre  moindre  que  celui  de  G,,. 

Donc  une  forme  quelconque  Go  associée  à  G,  a  pow^  expression 
H  H-  Go,  H  étctnt  r expression  (11)  et  Go  une  forme  associée  à  G,, 
mais  d'ordre  inférieur  à  celui  de  G,. 

La  recherche  directe  de  Go,  étant  donnée  G,,  constitue  un  problème 
de  Calcul  intégral  sur  lequel  nous  reviendrons.  Mais  actuellement  je 
vais  le  résoudre  indirectement  en  construisant  de  la  manière  la  plus 
générale  deux  formes  associées. 

Pour  ce  but,  employons  un  symbole  distinctif  qui  représente  la  com- 
binaison (9).  Ecrivons 

(12)  ^    '^/  ^  ^ 

^      '  -H(^>y)'=«-')-^  /?>--"-'+..  .-+-(/7y+  ly\ 

en  sous-cntendant  les  coefficients  b,  . ..,  /,  qui  sont  toujours  cjuelcon- 
ques  et  seront  changés  arbitrairement  en  même  temps  que  a,  sous- 
entendant  aussi  V ordre  (in  -+- 1),  qui  pourra  changer  aussi  en  même 
temps.  Je  vais  employer  une  suite  de  pareils  symboles  F(aQ.,y)., 
F(«,,  y),  . . .,  et  il  est  entendu  que  l'ordre  de  chacun  d'eux,  2/^0-1-1, 
2/A,-i-i,  ...,  est  quelconf|ue,  ainsi  que  les  coefficients  analogues  à 
/>,  . . .,  /.  Seul  \e premier  coefficient  a  est  rappelé  par  la  notation. 

Soient  Go,  G,  deux  formes  associées,  la  première  de  l'ordre  le  plus 
élevé.  Nous  avons  dc'-monlré  la  relation 

Go  =  F(«o' G,;4- Go, 

où  Go  est  associée  à  G,,  mais  d'ordre  inférieur.  On  a  donc  de  même 

(;,  =  ¥(a^,  Go)-+-  G3, 
(jo  =  F(«o,  Gj)-!-  G, 

et  ainsi  d''  siiili'  jus(ju"à  ce  (in'oii  parvienne  à  une  forme  d'ordre  zéro. 
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La  suite  se  termine  donc  de  la  manière  suivante  : 

Gr-2  =  F(ar-2,   ^r-l  )  +  G^, 

G,     =  cy. 

Le  dernier  coefficient  c,  comme  les  précédents,  est  une  fonction 
arbitraire  de  la  variable  indépendante. 

Par  ce  moyen,  le  problème  est  résolu.  Examinons  un  peu  la  solu- 
tion. Le  symbole  F(a,y),  qui  est  d'ordre  (2/î-f-  i),  contient  seule- 
ment (n  -h  i)  coefficients  arbitraires,  moins,  par  conséquent,  de  coeffi- 
cients qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre,  sauf  au  cas  fi  =  o.  D'autre 
part.  Go  a  pour  ordre  la  somme  des  ordres  des  symboles  F  employés. 
En  comptant  le  dernier  coefficient  c,  on  voit  que  le  nombre  des  fonc- 
tions arbitraires  contribuant  à  composer  les  coefficients  de  Go  ne 
surpasse  pas  d'une  unité  l'ordre  de  Gg,  comme  cela  doit  arriver  pour 
une  forme  linéaire  arbitraire  ;  sauf  cependant  le  cas  où  tous  les  svm- 
boles  F  sont  du  premier  ordre. 

Nous  devons  donc  considérer  comme  cas  général  celui  où  tous  les 
symboles  F  sont  de  premier  ordre 

F(«,  y)  =  («  v)'  -h  ay'  =  lay'  -^  a  y. 

Quand  il  en  est  ainsi,  la  forme  Go  peut  être  envisagée  comme  arbi- 
traire. Une  forme  G^,  construite  avec  des  symboles  F  d'ordre  supé- 
rieur à  l'unité,  a  des  propriétés  particulières,  dont  nous  reconnaîtrons 
quelques-unes.  Mais  on  peut  la  construire  aussi  avec  des  svmboles  F 
d'ordre  éçal  à  l'unité. 

Le  mode  de  formation  de  Gq  par  des  symboles  du  premier  ordre  esl 
le  plus  général,  non  seulement  à  cause  du  nombre  des  fonctions  arbi- 
bitraires  qu'il  entraîne,  mais  comme  comprenant,  en  outre,  é'i  titre  de 
cas  particulier,  l'autre  mode.  C'est  ce  que  je  vais  prouver. 

Supposons,  dans  l'échelle  des  formes  G,  que  quelques-unes  des  der- 
nières G^,  Gr_,,  ...,G;v+,,  G/;  soient  composées  avec  des  symboles 
arbitraires,  et  les  trois  suivantes  avec  des  symboles  à  coefficients  iiifi- 
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niment  grands  ou  infiniment  petits,  de  cette  manière  : 

Ga_,  =  ^  (a  G;t)' H- ^  aG;  +  G^^, , 
G,_,  =  £=[(«G._,)""-'^  +  «Grr"  +  ..-  +  (/G,_0'+/G;_,l  +  G,, 

Ga_3  =  -    \   [(aGA_2)'+  y- g;-.,,]  +  G;;..,  . 

Nous  supposons  z  indépendant  de  la  variable  et  infiniment  petit.  En 
employant  la  notation  (12)  et  posant,  pour  abréger, 

(aG,)'-haG,  =  .., 

nous  avons  pour  limite  de  G/f_3 

ri 3)  G,_3  =  -[aF(«,  z)]'-  y.¥'(a.  .^)+  G,... 

La  différence  limite  G^^.g  —  G^-u,,  comme  on  le  voit  ici,  est  linéaire 
par  rapport  à  G^  et  ses  dérivées,  et  de  l'ordre  (2/z  -f-  3).  Je  dis  que  c'est 
une  forme  associée  à  G^.  On  a,  en  effet, 

-  [aF(cf,  z)]'G,=  F(a,  z)  aG;, 
-aP(«,-)    G,=  F(a,^)raG,y; 

d'où,  en  ajoutant  membre  à  membre  et  d'après  (i3), 

G;v(G;t_3  — G;t^<).=  F(<2,  z)[ccG'^-h(y.G,y]  =  zF(a,  -)=o. 

On  a  donc 

G/t_3  =  F(a,,  Gyt)-f-  G;^^,, 

avec  a,=—  \a'-y.,  et 

F(a,,G)  =  (V/,,G,y'-'.-ha,Gr"^-+-(^,G,)^«-'  +  ^;,GJ."^'+.... 

Les  coefficients  ^,,  ...  de  cette  forme  sont  liés  d'une  manière  assez 
compliquée  aux  précédents,  et  nous  n'avons  pas  à  approfondir  ces 
liaisons.  Il  suffit  d'observer  que  les  coefficients  de  cette  forme  d'ordre 
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2/1 -h  3  sont  composés  avec  une  fonction  arbitraire  a  en  plus  des  coef- 
ficients de  la'forme  V(a,  z)  d'ordre  2/z  -h  i  ;  elle  peut  donc  être  envi- 
sag-ée  comme  arbitraire  relativement  à  son  ordre.  Donc  une  échelle 
contenant  une  forme  d'ordre  2/z-f-3  peut  être  considérée  comme  la 
limite  d'une  échelle  où  cette  forme  est  remplacée  par  trois  autres, 
d'ordres  respectivement  égaux  à  i ,  2/z  H-  i ,  i .  En  répétant  ce  procédé, 
on  voit  qu'une  échelle  c|uelconque  peut  être  considérée  comme  la 
limite  d'une  échelle  où  toutes  les  formes  sont  du  premier  ordre  seule- 
ment. 

Cette  remarque  est  utile  pour  mettre  en  lumière  les  propriétés  de 
l'échelle  à  l'égard  des  changements  de  variables.  Soit 
« 

F(a,  z)  =  (az)'  +  az'. 
Nous  avons 

■      z¥(a,z)={az'-)'. 

Changeons  z  en  p^,  p  étant  une  fonction  quelconque  de  la  variable; 
nous  aurons  de  suite 

(i4)  -^z¥{a,  pz)  =  zF(ap'\  z). 

Prenons  maintenant  l'échelle  des  fonctions  G,  en  supposant  tous  les 
F  du  premier  ordre. 

Soit,  en  mettant  la  variable  j'  en  évidence, 

^0(7),     G,  (7),     ••.,     G,(/), 

la  suite  de  ces  fonctions. 
Soit,  d'autre  part, 

^0(7),    g^(y),    •••»    gr(y) 

la  suite  analogue  construite  en  remplaçant  les  coefficients  c,  c/r._,,  (ir-2> 

P 

^^r{py)  =  cpy  =  ç>gr{y)\ 


a;._3,  ...  par  c,   «^-1?%  ^r-a  ->'  ^^r-^^'-,  ••••   Nous  aurons  successivt 

P 
ruent 
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puis,  d'après  (i 4), 

Crr-,(py)  =  F(«,_,,  pgr)  =  ^  F(«,_,  p-,  -,)  =  ^  ^'r-.O'V, 

puis,  toujours  d'après  (i4)^  où  l'on  change  p  en  son  inverse, 

=  ?F(^^S  o-v_, )  +  p o-^  =  pgr-,(r); 

et  ainsi  de  suite.  En  résumé,  si  d'une  part  on  construit  la  forme  Go()') 
avec  les  coefficients  c,  r/^_,,  a^_2,  ...,  «o  «^t  Tindéterminée  j-;  d'autre 

part,  la  forme  go(y)  avec  les  coefficients  c,  <2^_,  p-,  -^'5  «r-3?S  •  •  •  7 

on  a 

i  Pno(y)^     si  r  est  pair, 

l-goiy)-)     SI /■  est  impair. 
Si  l'on  pose 

Go(7)  =  ^(«oj  <2,,  a,,  .. .,  a^_,,  c,  r), 

cela  s'exprime  par  l'équation 

\  f '^  (p^  ^^  P%  •  •  M  Or-,  p-,  f,  r  )     (/•  pair  ). 
.f(a„,  a,,  . . .,  a^_,,  c,  p/)  =  ]   ^     . 

(  ^.ff^op-,  ^'  •••,  «,-,c^r,)')     (/-impair). 

Sii|)pos()ns  ^fo{}')  développé  ainsi 

( i„(  v)  =  !x(y'> 4-  a,  y:'"-'^ -+- . . .  +  y.,y) ; 

a  sera  cj^al  à  2'"'  «o^^i  •  •  •  «r-i  ^• 
Soit  de  même 
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on  aura 

^  =  a,         si  /'  est  pair, 

^  =  as-,      si  /•  est  impair. 
Soit  maintenant 

G, ( py)  =  ap (  yC'  h-  A, y-"  -+-...+  A^-j) ; 
on  aura,  dans  l'un  et  l'autre  cas, 

y.p(y''>  +  A^jC-'^H-- . . .)  =  ap(y>H-  |3,y:''-"-f-. . .). 

(roù 

-^1  ^  pli  •  •  •  >  A/-  ^  p,.. 

Soit  donc 

l'expression  de   a,-  au  moyen  des  coefficients  «;  on  aura,   cii  iiièmc 
temps, 


-^l  P/  .//  (  <"^/— I  p"?    <^V-2) 


Si  inversement  on  exprime  lésa  au  moyen  des  coefficients  a,  de  telle 
sorte  qu'on  ait 

a,_s  =  Or-s('^-n  y-2?    ••-  5Cr)- 

on  aura  aussi 

(  ^^  (^r-s{  A , ,  Ao ,  . . . ,  A^)     {s  impair  ) , 

f  p-o,._,(A,,  A,,  ...,  A,)     (5  pair). 

Ainsi,  les  a  s'expriment,  au  facteur  p^  ou  —  près,  de  la  humuc  ma- 
nière au  moyen  des  a  ondes  A.  C'est  une  propriété  cVi/na/'ia/tcc  rela- 
tive au  changement  de  jk  en  py.  Nous  allons  en  reconnaître  luic  autre 
relative  au  changement  de  la  variahle  indépendante. 

Soit,  en  mettant  en  évidence  la  variable  indépendante, 

F(a,  z)  =  ¥^(a,  z)  =  ^(a;)-i-rt^- 
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Prenons  une  nouvelle  variable  X,  telle  que  Ton  ail 


dx 
d\         ' 


on  aura 


(i5)  Fx-(rt,  z)  =  [xF^(<2,  rV 

Composons,  d'une  part,  la  suite  G,.,  G/._,,  .,.,  G,,  avec  les  coeffi- 
cients c,  «;._,,  «r-25  •  • .  et  la  variable  X,  et,  d'autre  part,  la  suite  Y;., 
y^_,,  . . .,  Yo  avec  les  coefficients  c,  «,_,,  a^.oW-^,  «^-3,  «,_i[J-",  ...  et  la 
variable  x.  On  aura  d'abord 

G  —  ^'  • 
puis 

Gr-2  =  Fx(«;-_2,  G^_;)  -h  G^  =  [AF^(a,._,,  aY^_,  )  -h  y,- 
Mais,  d'après  (14)7  où  l'on  remplace  s  par  [jl,  ceci  peut  s'écrire 

'J/-_2  —  ^  j;V^r-2  [^    l  Yr-  I  /  "r"  Yr  — —  Y'"— 2* 

On  aura  ensuite 

G^_,  =:  Fx(a^_3,  G^_o)  H-  G^^,  =  txF^(a^_3,  Yr-2)  -+-  f^Y'-»  =  P-Y'-s^ 
et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  Ton  a 

G^_2A.-,  =  !J.Y/-2A-n 

el,  par  conséquent, 

(      Yo'     si  /•  est  pair, 
Go  =  .  .         . 

(.  u-Yo,     SI  7'  est  impair; 

ou  en  employant  l'algoritlime  $  où  nous  mettons  la  variable  en  évi- 
dence 


,fx(a„,  a,,  ...,  c,  j)  = 


-tr(''^olJ-',  (^i,  '^^  [J.-,  . . .,  «,._,,  C,  r)     (/•  pair), 
[J.-?t(«o,  ^^1  [J-'".  •  ■  -,  cf-r-^^  'N  y)  (r  impair), 
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Par  ces  changements  de  variables,  on  peut  réduire  simultanément 
deux  formes -associées.  Prenons  le  cas  où  la  différence  de  leurs  ordres 
est  quelconque.  Soit  donc 


et 


G. 


dX' 


î^ —   _-U  a : 


-i-2«-i-iy 

i  +  0. 

Le  coefficient  Q,  aura  pour  valeur 


I     da\ 


(.6)  Q.  =  P.  +  ^=^"  +  ')(p5X  +  îi^rfx; 

En  posant 


^  =  ?y^ 


dx 
dX 


!-«•. 


G,  sera  transformé  en 


^^     \d^  "^  P'   dx'"-' 


o  " 


le  coefficient  p^  ayant  la  valeur  suivante  : 

ni   dp  m  (m  —  i )   diJ. 


Pi  = 


P.+ 


p    d\ 


d\ 


Quant  à  Go,  il  est  changé  en 


laP 


PK' 


dx"'-^-"+' 


I  cix"'  +  -" 


d'\^ 


expression  que  nous  représenterons  par  [a  «„. 

Puisque  Go  G,  est  une  dérivée  exacte  par  rapport  à  \,  telle  (pie  ^' 

_    d^    _  d<i> 
gogi  =  ^x  ~  d^ 

ront  deux  formes  associées. 
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I.a  transformée  g,  manquera  de  second  terme  si  Ton  pose 

I    dp         tu  —  I    (/'^  '    p    . 

ô  dk'^        ^  dX^~  m      ''" 
do  11 

p[x  ^   =e  '" 
Achevons  de  déterminer  c  et  a  par  cette  seconde  égalité 

P  ,  (,  TO  __   ^ 

dont  nous  désignerons  les  deux  membres  par  p.  Il  viendra 

/C/"\Y     ,  \ 


(lj-in^\    \2p-  ^  '7  2//-    dx-"-^^ 

Le  cocflicient  ^,  du  second  terme  de  g^  sera  donné  par  la  formule 
(iG),où  Ton  remplace  X,  Y,  P,  P,,  a,  par  x, y, p,  o,  --^;  d'où 

Ainsi  les  deux  formes  «■„,   ir«  manqueront  toutes  deux  du  second 
terme,  et  les  coefficients  des  premiers  termes  seront  réciproques. 
Il  est  maintenant  loisible  de  prendre,  au  lieu  de  g^  et  «'o?  1^"^  <1<'"^ 

formes  Y,  =  -  u\  et  Y„  =  pg^  ;  on  obtiendra  ainsi  les  deux  formes  ré- 

«luiles 

d"'  y  d"'--y 

^^''^'       7U^      ~^J^-    du"'--      ■+■•••' 

ffm-i-in-i-l  y  ffm-t-Zn  —  ]  y 
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Exemple.  —  Si  l'une  des  formes  associées  est  du  premier  ordre,  ou 
|)eul  la  supposer  réduite  'a y' -,  et  son  associée  réduite  à  la  forme 

Si  la  forme  G  est  d'ordre  zéro,  on  peut  la  réduire  à  y  sans  changer 
la  variable  indépendante.  Donc,  quelle  que  soit  la  variable  J7,  on  peut 
ramener  G„  à 

Go  =  y-"+*  +(^y)-"-'  4-  by-"'-^...^(ly)'-^ly'. 

\oici  une  des  propriétés  les  plus  curieuses  des  suites  composées 
comme  il  vient  d'être  dit. 

Dans  la  relation  (4)  supposons  m  impair;  on  aura,  en  mettant  r^  au 
lieu  de  <7, 

r^y-"-'-^yrr'-'  =  o. 
KemplaçonsjK  p<ii'  <^y-i  nous  aurons 

(r^ay)-"^'  -+-  rt  vr/-"^'  --  o. 
lù'liangeons  y]  et  y  et  inversons  les  deux  termes  ainsi 
Tj  a  y'2«^"  +  y{ar^  )-"^'  =  o 
f't  ajoutons  membre  à  membre.  Voici  le  résultat 

■rJ(ay)^''"'-f-a7^"^"|  =  -y[(ar,y="-"-har;-«-''|. 
Par  conséquent,  le  symbole  général  (12)  a  la  pro[)riété 

(17)  '^i^'{^o')=-y^^{^^'^i)' 

Ceci  posé,  prenons  simultanément  les  dmix:  suites 

G^     =  rr,  r^     =  r-/;, 

G,._ ,  =  F (  cir- , ,  <^r  ) .  F/--  1  =  1'' (/'o .  IV "> ' 

G^_,=  F(>^  ,,  (r,..,  )-i-(i,.,          r^^.  =  F(r/,,  1V_,  )^  IV, 
)  1 

G,   =  F(^/oM'.)+ <-'.,  r,.   =F(^V/,_,.  r,)  + r,. 
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OÙ  Tordre  des  opérations  est  renversé,  les  symboles  F  étant  d'ailleurs 
(Tordre  quelconque. 

(Considérons  maintenant  le  produit 

\ous  aurons 

Far  suite,  d'après  {l'j ), 

Mais,  daprès  la  loi  de  formation  des  F,  on  a 

F(«A,  F,.,)  =  F,  ,_. -F._,,,. 
I  )one 

Ainsi,  posani 
on  a 
(Toii,  généralement, 


?->=(-  >/--''• 


VA- 


Soit  /.-  =  o,  alors  F^^.,  étant  nul,  on  a 

9o=  ^^oF;.=  c'fiGa- 
Soii  semblablemcnt  //  =  /•,  on  a 

i/.=  G^l\,  =  ry\\. 
Viw  conséquent 

cy)G„=(—  r/c^F,,. 
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Faisons 

cGa  =  G(y),         cT,  =  T(-q), 

cette  relation  s'écrit 

(i8)  rjG(r)  +  (-iX-'jr(rj  =  o. 

Dans  cette  formule,  /■  est  i^ordre  des  deux  formes  G,  F,  si  tous  les 
symboles  F  sont  du  premier  ordre.  Dans  le  cas  général,  /•  dilTère  de 
cet  ordre  d'un  nombre  pair,  en  sorte  que  la  relation  (i8)  a  lieu  tou- 
jours, en  y  désignant  par  /•  Tordre  commun  aux  deux  formes  (t( y ) 

Étant  donné  G  (y),  il  n'existe  qu'une  forme  T(r^)  donnant  heu  a  la 
relation  (i8);  car,  s'il  en  existait  une  seconde,  r(r|)  + "^FC^i)^  ^^'^  *'" 
conclurait  que y^'i-f])  est  une  différentielle  exacte,  7  etr^  restant  arbi- 
traires, ce  qui  est  impossible,  puisque  ce  produit  ne  contient  pas  la 
dérivée  de  y. 

On  pourrait  donc  déduire  T(r^)  de   G(y)  par  tout  autre  moyeu. 

sans  changer  le  résultat. 
Or  soit 

^(y)  =  goy"'-^g,y"'-''-^-'" 

On  a 

rig,n-ry'^^(-^yy(^-'n-p'riy'- 

et  par  conséquent 

et  l'on  reconnaît  la  forme  T(r^),  adjointe  de  G{y)^  telle  (jue  Lagraiii;.- 
Ta  découverte. 

Ainsi,  ayant  une  suite  G„  (V,,  ..,  ^o,  ^^i  l'on  pose  G(j)  =  oG„; 
si,  d'autre  part,  avec  les  mêmes  opérations  faites  dans  un  ordre  inverse, 
on  construit  une  suite  r^,  F;..,,  ...,  F^;  si  l'on  pose  enfui  F(r,)=cF„. 
les  deux  formes  G(7)  et  F(-/])  seront  adjointes. 

Par  ce  moyen,  on  reconnaît  qu'il  y  a  des  formes  identiques  à  leurs 
adjointes.  Pour  les  composer,  il  suffit  de  supposer  la  suite  des  symboles 
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F  symélri(|U('  par  ia|)[)ort  à  son  milieu.  Si  Tordre  /•  est  impair,  en  sup- 
posant r^  =  )',  on  aura 

2  V  G(  y')^^o. 

Donc  les  tonnes  d'ordre  impair  ([ui  sont  leurs  j)ropres  adjointes 
sont  associées  à  V'.  Dans  le  cas  où  /•  est  pair,  on  ne  voit  pas  de  pro- 
priété immédiate. 
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Rectification  au  sujet  du  Mémoire  sur  les  équations 
aux  dérivées  partielles  ; 

Par    m.    Emile    PICARD. 


Je  voudra?^,  faire,  une  rectification  au  sujet  du  Mémo.re  .pi  on  v.enl 
de  lire  au  commencement  de  ce  Cahier.  Quoique  lerreur  ne  porte 
"ue  sur  un  point  bien  spécial  de  ce  Mémoire,  et  qui  n  était  pour  ains. 
dire  qu'indiqué  comn.e  devant  èti.  le  sujet  d^ine  étude  uher.ure. 
je  tiens  à  la  signaler  dès  aujourd'hui. 

On  lit  dans  1<:  n"  5  du  Chapitre  IV  : 

a  Nous  obtenons  ainsi  deux  suites  de  fonctions 


V. ,      *-"..?      •  •  •■>     *■«' 


t'n       '-'•i' 


m 


Nous  avo„s,  aa  Chapitre  III,  rencontré  denx  suites  présentant  av-c 
ceUes-ci  uni  grande  analogie.  En  appliquant  absolun.ent  le  meu,,- 
n-enre  (le  considérations,  on  établit...  » 

"  (:,.l,e  afriru,ation  n'est  pas  exacte;  je  me  suis  laisse  n.du.reen  erre.n 
nar  une  analogie  superficielle,  et,  d'une  manier,,  générale,  la  conver- 
'  Le  de  ces  suites  ne  peut  être  prouvée.  Les  applications  du  n« ..  lai  es 
dans  les  n»  5  et  6  n  ont  dès  lors  aucune  valeur.  Les  problèmes  .,ui  v 
é,  "eut  indiqués  sont  donc  à  reprendre  :  c'est  ce  que  je  compte  faire 
prochainement;  ils  devront  d'ailleurs  être  posés  ,1  une  manière  un  peu 

différente.  _  ,       ,os  ■;    î;   K  fin 

En  résumé,  je  prie  le  lecteur  <U-  faire  abstraction  des  n    .,,  a.  ».  du 

Chapitre  IV.  _^_ 
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Sur  le  tliéorèinc  cl' A  bel  et  quelques-unes  de  ses  applications 
à  la  Géométrie  [suite  (*)]; 

Par  m.   Georges  HUMBERT. 


DEUXIÈME  PARTIE  Ç-). 

38.  Les  théories  analytiques  exposées  dans  la  première  Partie  de  ce 
Mémoire  donnent  lieu  à  des  applications  géométriques  nombreuses 
et  variées.  Parmi  ces  applications,  celles  qui  reposent  sur  la  considé- 
ration d'intégrales  abéliennes  simples  appartenant  à  une  courbe  plane 
ou  gauche  rentrent  dans  le  même  cadre  que  les  questions  traitées  par 
nous  dans  un  travail  antérieur  publié  dans  ce  Journal  (^  ^)  ;  aussi  n'avons- 
nous  pas  jugé  utile  d'y  revenir. 

C'est  donc  uniquement  sur  les  problèmes  où  interviennent  des  inlé- 


(')  y o\Y  Journal  de  Mathématiques,  (\^  série,  l.  V,  p.  8i. 
(-)  A  la  fin  du  n"  30  de  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  p.  i2i  du  t.  \    du 
Journal,  s'est  glissée  une  erreur  qu'il  importe  de  rectifier.  Au  lieu  de  :  «  chaque 

à^  à^  dj_  ^ 

élément  de   Tintéi^Male  J  ^^  6^X  <YY  figure  multiplié  par  (— i)   "    ^     "       »,   d 


faut  lire:  «  chaque  élément  de  l'intégrale  J  (  c'est-à-dire  ^- ^X  (A  j    figure 

,      .  ,    d'P  dW  df 

avec  le  signe  de  -; r-  -r-  A  » . 

Ou   âi>  az 

(^)  Voir  Journal  de  Mathématiques,,  4*  série,  t.  III,  p.  827. 
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grales  abéliennes  multiples  que  nous  avons  insisté  :  on  trouvera,  par 
exemple,  dans  le  présent  Mémoire,  des  propositions  géométriques  nou- 
velles sur  les  aires  planes  et  sphériques,  sur  les  volumes  limités  par  des 
surfaces  algébriques,  et  une  série  assez  étendue  de  théorèmes  sur  les 
aires  ellipsoïdales,  théorèmes  qui  conduisent  à  une  généralisation  inté- 
ressante des  résultats  célèbres  de  Graves  et  Chasles  sur  les  arcs  d'el- 
lipse. Les  propriétés  des  aires  sur  Fellipsoïde  ont  été  jusqu'ici  à  peine 
effleurées  par  les  géomètres;  nous  ne  connaissons  sur  ce  sujet,  en  de- 
hors des  travaux  relatifs  à  Taire  totale  de  la  surface,  que  les  recher- 
ches de  Jellett  et  de  Lebesgue,  qui  ont  donné  l'expression,  à  l'aide 
des  intégrales  elliptiques,  d'aires  ellipsoïdales  limitées  par  des  courbes 
algébriques,  d'ailleurs  très  particulières.  Nous  démontrons  qu'on  peut 
déterminer  simplement  sur  l'ellipsoïde  une  infinité  de  courbes  algé- 
briques à  deux  boucles  fermées,  comprenant  entre  elles  une  aire  ré- 
ductible aux  fonctions  elliptiques  et,  sur  une  quadrique  quelconque, 
une  infinité  d'aires  dont  la  somme  algébrique  s'exprime  à  l'aide  de  fonc- 
tions rationnelles  et  logarithmicjues.  Ce  sujet  étant  nouveau,  nous 
avons  cru  devoir  le  développer  assez  longuement,  et  il  constitue  la 
partie  principale  du  présent  Mémoire.  L'emploi  des  fonctions  ellip- 
tiques nous  a  permis  de  pousser  les  calculs  jusqu'au  bout. 

Le  dernier  Chapitre,  qui  est  très  court,  est  consacré  à  l'extension  de 
cjuelques-unes  de  ces  propriétés  aux  aires  sur  une  surface  algébrique 
quelconque. 

1.    —    Aires   planes  et  volumes. 

59.   Soient  deux  systèmes  de  courbes  algébriques  planes 

OrX.  Y,  u)  =  o,         T(X,  Y,r)=o, 

de  degrés  //  et  p. 

Deux  courbes  voisines  du  premier  système  et  deux  courbes  voisines 
du  second  comprennent  entre  elles  np  quadrilatères  curvilignes  infini- 
ment petits;  la  somme  algébrique  de  leurs  aires  se  calcule  d'après  les 

formules  du  !i°  50,  im  parlant  de  l'intégrale    /  /  (f\r/Y;  elle  a  pour 


SUR    LE    THÉORÈME    d'aBEL.  235 

expression 


du  dv  V 


ou   ai' 


la  somme  s'étendant  aux  points  communs  aux  courl^os  ^>  =  o,  W  =  o, 
et  A  étant  le  jacobien  de  $  et  de  W. 

On  en  déduit,  par  Tapplication  des  raisonnements  et  des  théorèmes 
des  n°®  54  et  55,  les  propositions  suivantes,  dont  quelques-unes  ont 
été  déjà  démontrées  par  nous,  à  Taide  de  considérations  diffé- 
rentes ('). 

La  somme  algébrique  des  aires  planes  comprises  entre  deux 
courbes  asymptotes  et  deux  courbes  asyjnptotiques  quelconques  est 
nulle. 

La  somme  algébrique  des  aires  planes  comprises  entre  deux 
courbes  i^ariables  appartenant  à  un  système  algébrique 

$(X,  Y,  u)=o, 

et  deux  courbes  également  variables  appartenant  à  un  faisceau 
ponctuel  de  courbes  asymptotes  entre  elles, 

lI',-hr^=¥,=  o   {% 

est  une  fonction  rationnelle  et  logarithmique  de  w,  et  une  fonction 
entière,  du  premier  degré,  de  v. 

La  somme  algébrique  des  aires  planes  comprises  entre  deux 
courbes  variables,  appartenant  à  un  système  algébrique, 

$(X,  Y,  «)==o, 

et  deux  courbes  également  variables  appartenant  à  un  faisceau 
ponctuel  de  courbes  asymptotiques,  T,  +  t/^J'o  =  o,  est  une  fonction 


(>)  Sur  le  théorème  d'Abel  {Journal  de  Mathématiques,  4''  série,  t.  III. 

p.  354). 

('-)  t  désigne  la  variable  d'homogénéité. 


236  G.     HUMBERT. 

rationnelle  et  logarithmique  de  u,  et  une  fonction  entière,  du  se- 
cond degré,  de  c. 

La  somme  algébrique  des  aires  planes  comprises  entre  deux 
courbes  variables^  appartenant  à  un  faisceau  ponctuel  de  courbes 
asyniptotiques,  et  deux  courbes  également  variables,  appartenant 
aussi  à  un  faisceau  analogue,  est  une  fonction  entière  des  para- 
mètres des  deux  faisceaux . 

Dans  toutes  ces  propositions  on  suppose  que  les  courbes  d'un  des 
syslcmes  n'ont  pas  de  point  fixe  commun  à  l'infini  avec  les  courbes  de 
l'autre. 

40.  On  a  des  théorèmes  tout  à  fait  analogues  pour  les  volumes  dans 
l'espace. 

Soient  trois  systèmes  de  surfaces  algébriques 

$(X,  Y,  Z,   ^/)=o, 

0(X,  Y,Z,  çv)=o; 

la  somme  algébrique  des  volumes  compris  entre  trois  de  ces  surfaces 
et  trois  surfaces  respectiAcment  voisines  est 


du  dv  dw  V 


d^  d^y  âe 

du    di'  dir 


la  somme  s'ctendant  aux  points  communs  aux  surfaces  <ï>  =  o,  M'  =  o. 
0  =  o,  et  A  étant  le  jacobicn  de  <!',  ^\  0. 
On  en  conclut  que  : 

La  somme  algébrique  des  volumes  compris  entre  deux  surfaces 
asymptotes,  deux  autres  surfaces  également  asymptotes  et  deux 
surfaces  quelconques  de  même  degré  est  nulle. 

De  niénK',  est  nulle  aussi  la  somme  des  volumes  compris  entre 
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deux  surfaces  asymptotiques,  deux  autres  surfaces  é^alemenl 
asymptotiqu^s  et  deux  surfaces  asymptotes  quelconques,  etc.  (  '). 

Nous  entendons  pixr  surf  aces  asymptotiques  des  surfaces  qui  onl 
mêmes  points  à  linfini,  et  par  surfaces  asymptotes  des  surfaces  (jui 
ont  mêmes  plans  tangents  en  tous  les  points  à  linfini. 

La  somme  des  volumes  compris  entre  deux  surfaces  fixes  de 
même  degré,  deux  autres  surf  aces  fixes  également  de  même  degré 
et  deux  surfaces  variables,  appartenant  à  un  faisceau  ponctuel 
de  surfaces  asymptotes  {asymptotiques),  $ -h  w/^4>  =  o,  est  une 
fonction  entière,  du  premier  (du  troisième)  degré  en  u  (li  =  -i 
ou  i). 

On  suppose  que  les  surfaces  des  trois  systèmes  n'ont  pas  conslain- 
ment  de  point  commun  à  l'infini. 

41.  Nous  allons  chercher,  en  revenant  à  la  question  des  aires  planes, 
comment  varie  la  somme  des  aires  découpées  sur  un  plan  qui  se  dé- 
place parallèlement  à  lui-même,  par  le  solide  compris  entre  den\  sur- 
faces de  même  degré  et  deux  autres  surfaces  également  de  même  degré. 

Soient 

$(N,Y,Z,  u)=o,         T(X,  Y,Z,i-)=o 

deux  systèmes  de  surfaces,  et  un  plan  parallèle  à  XOY,  Z  =  //.  On  a 
(n°  50),  pour  la  somme  des  aires  découpées  sur  le  plan  par  quatre 
surfaces  Uq  et  u,  i\,  et  r,  l'expression 


(')  On  déduit  de  là  ([ue  la  somme  des  volumes  compris  à  l'intérieur  cl  un 
cylindre  à  base  fermée,  entre  deux  surfaces  asymptotes,  est  nulle,  parce  ([iiOn 
j)eut  découper  le  cvlindre  en  Iranclies  infininient  petites  comprises  entre  deuv 
séries  de  plans,  parallèles  aux  irénératrices  et  respectivement  parallèles  entre  eux 
dans  chaque  série.  Les  plans  de  chaque  série  forment  en  elTel  un  svslème  de 
surfaces  asvmptotiques.  La  couibe  de  base  du  cvlindre  peut  être  algébri(|ue  ou 
transcendante. 
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Or,  d'après  la  formule  (8)  du  n°  20,  où  Ton  doit  faire  k  =  3,   il 
vient 

du   di' 


^=1/'^'''^'^^^ 


(^-AO)[*.;,y"^-*j;^-;,] 


La  somme  du  second  membre  s'étend  cette  fois  aux  points  communs, 
à  O  =  o,  Tf'  =  o,  0  ^  o;  Y]  et'C  sont  des  fonctions  de  u,  p,  6  définies  par 
$(i,  Y],  'C,  G,  u)  =  o;  W(i,  Y],  Z,  6,  m)=  o,  et  l'on  doit  faire  finalement 
fi  =  o  (* ).  On  voit  alors  que  h  figurera  au  second  degré  au  numéra- 
teur et  disparaîtra  au  dénominateur  de  la  quantité  sous. le  signe  /  /  ; 
il  en  résulte  que  K  est  de  la  forme 

OlL -f- Di:,/i  H- 9?/<^ 
Donc  : 

La  somme  des  aires  découpées  suj^  un  plan  qui  se  déplace  paral- 
lèlement à  lui-même,  par  le  solide  compris  entre  deux  surfaces  de 
même  degré,  et  deux  autres  surfaces  également  de  même  degré, 
est  proportionnelle  au  produit  des  distances  du  plan  mobile  à  deux 
plans  fixes  de  même  direction. 

Si  les  surfaces  $  =  o  forment  un  faisceau  ponctuel  de  surfaces 
asymptotiques,  on  peut  poser 

j-  est  alors  égal  à  Z$2?  et,  par  suite,  k  =  2.  (n»  20).  Il  vient  alors 

dw 
K  =  ffclu  rf.  2  ^  (;_/.0)^.,^-^,^  ' 
et  par  suite  K  est  du  premier  degré  en  h\  si 

$  zzz  (ï>,  +  ut'^<^.,, 


(')  Rappelons  que  t,,  Ç,  0  désignent  respectivemenl  i^,  1,  _•  x,  r,  c.  /  étant 

X     a-    .V         -^ 

des  variables  d'homogénéité,  telles  que  X/  =:  ^;  Y/  =  Y;  Z/  =  c. 
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K  est  une  constante  en  Ji.  Il  en  est  de  même  si 

$  =  $,  -h  «;^o         et         T  =  T,  -i-  (^^/1I\. 

Ainsi  : 

La  somme  des  aires  découpées  sur  un  plan  qui  se  déplace  paral- 
lèlement à  lui-même  par  le  solide  compris  entre  deux  surfaces 
asymptotes  (^asymptotiques)  et  deux  surfaces  de  même  de ^ré  quel- 
conques (asymptotiques)  est  constante. 

Si  les  deux  premières  surfaces  sont  asymptotiqws ,  les  deux 
dernières  étant  quelconques,  la  somme  en  question  est  proportion- 
nelle à  la  distance  du  plan  mobile  à  un  plan  fixe  de  mênn-  direc- 
tion. 

II.    —    Aires  sphériques. 

42.  La  somme  des  aires  comprises  sur  la  sphère  S, 

S  =  X-  +  Y-+Z2-R-  =  (.. 

entre  deux  surfaces  d'un  premier  système 

(Ï>(X,  Y,  Z,  u)  =  o 

et  deux  surfaces  d'un  second  système 

^'(X,  Y,Z,  O-o, 
a  |)our  expression 

du   Oi- 


K  =  \i  ffduchy^'^-^ 


on  le  voit  en  [)artant  de  Tintégrale  qui  donne  l'aire  s|)li('Mi(|uc 

Dans  Texpression  de  K,  la  somme  est  étendue  aux  points  communs 
aux  surfaces  ^  =  o,  V  =  o,  S  =  o.  et  A  est  le  jacol)i('ii  de  ^.  W.  S. 
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Il  est  à  remarquer  ici  que  le  dénominateur  de  l'expression  sous  le 

signe  ^  est  de  degré  inférieur,  en  général,  d'une  unité  seulement  au 

numérateur,  et  non  pas  de  deux  unités  comme  dans  le  cas  des  aires 
planes,  ou  de  trois  comme  dans  celui  des  volumes;  cela  tient  à  ce  que 
le  radical  v/X--i-  Y^+  T?  est  une  constante  sur  toute  la  sphère.  Il  en 
résulte  les  conséquences  suivantes,  toujours  par  l'application  des  théo- 
rèmes des  n''*  54  et  55. 

La  somme  des  aires  comprises  sur  une  sphèj'e  entre  deux  surf  aces 
quelconques  de  même  degré  et  deux  surfaces  asymptotes  est  nulle. 

La  somme  des  aires  comprises  sur  une  sphère  entre  deux  sur- 
faces asy  m  ptotiques  et  deux  autres  su7 faces  également  asympto- 
tiques  est  nulle. 

La  somme  des  aires  comprises  sur  une  sphère  entre  deux  surfaces 
variables  appartenant  à  un  système  algébrique^  ^Ç^-,  Y,  Z,  w  )=  o 
et  deux  surfaces  également  imriables  appartenant  à  un  faisceau 
ponctuel  de  surfaces  asymptotiques ,  W i  -+■  vt^^  —  o,  est  une  fonc- 
tion, rationnelle  et  logarithmique  de  u,  et  une  fonction  entière  du 
premier  degré  de  r. 

On  suppose  que  les  surfaces  des  deux  systèmes  n'ont  pas  constam- 
ment de  point  commun  sur  le  cercle  à  l'infini. 

45.  Il  est  intéressant  d'étudier  la  forme  sous  laquelle  les  coefficients 
de  l'équation  de  la  sphère  figurent  dans  les  expressions  précédentes. 
On  a,  d'après  la  formule  (8)  du  n°  20,  en  y  faisant  A"  =  2, 

du    ôi'        -n  ^r<  fl  du  dv 


Ri;— A- =5^1: 


r/0  (I  +  T,-^  +  c^—  K-^e-'')  [*;iVi;—  *^»r;,] 


Ja  somme  du  second  membre  s'étcndant  aux  points  communs  à  <I>  =  o, 
•^  =  G,  0  =  0.  Plus  généralement,  si  la  sphère  a  pour  équation 

(X  -  a)^  +  ( Y  -  p)^  +  CZ  -  ^y  -  \V  =  o, 

on  aura,  au  dénominateur,  au  lieu  de  1  -h  y]-  -1-  '('-  —  ll-O-,  l'expression 

(t  _  aO)2  ^-(y]  -  -  [iO)-  ^('C  -  YÔ)'^-  K'^6^ 
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Dans  le  second  membre  de  la  relation  précédente,  r,  et  ^  sont  des 
fonctions  de•^^,  pet  0  définies  par  ^>(t,  r^,  ^,0,  u)  =  o,  ^'(\ ,  r,,  'C,  0,  ()  =  o 
et  Ton  doit,  dans  le  résultat  final  de  la  dérivation,  faire  0  =  o.  Il  en  ré- 
sulte que  l'expression  à  dériver  par  rapport  à  0  se  compose  de  deux 
facteurs,  l'un 


iJl  = 


du    ai' 


est  indépendant  des  coefficients  de  la  sphère;  l'autre  seul 


( I  —  aÔ  )-2  4-  ( T,  —  ^0  )2  ^-  (  ^  —  -;0  )■'  —  IV^  f)î 

dépend  de  a,  ^,  y,  R.  Par  suite,  le  résultat  de  la  dérivation,  en  y  fai- 
sant 0  =  0,  est  de  la  forme 


-i  et  ift)  étant  indépendants  de  a,  ^,  y,  R,  ainsi  que  r^,  l,  r^^  et  ^ô-  H  «-'iï 
résulte  que  la  somme  des  aires  comprises  sur  la  sphère  entre  deux 
surfaces  fixes  du  premier  système  et  deux  surfaces  fixes  du  second  est 
de  la  forme 

-,  ).a  -H  U.3  +  vv  4-  cj 


2  R(  Aa  4-  a,3  +  vy  -h  tô)      ou      2  R  y  X-  +  a^' 


/à-  -h  !-<•'  -;-  ■'" 


X,  a,  v,îrï  étant  fixes.  En  d'autres  termes,  on  a  ce  théorème  intéressant 
et  très  général,  tout  à  fait  analogue  à  une  proposition  que  nous  avons 
fait  connaître  au  tome  IV  de  ce  Journal,  pour  les  aires  découpées  sur 
une  sphère  par  une  surface  conique  ou  une  surface  réglée  (')  : 

Soient  deux-  surfaces  quelconques  de  même  degré  p,  cl  deu.r 
autres  surfaces  éi^alement  de  même  degré  q.  La  somme  algébriqur 
des  ipq  aires  que  ce  système  découpe  sur  une  spJtère  de  rayon  R  est 
égale  à  2  s  Rf/;  z  étant  un  coefficient  dépendant  de  la  nature  du  sys- 
tème des  surfaces  primitii-es,  et  d  désignant  la  distance  du  centre 
de  la  sphère  à  un  plan,  lié  invariablement  à  ce  système. 

(')  Journal  de  Mathématiques.  4*"  série,  t.  I\  ,  p.  Srg. 

Journ.  de  Matli.  (4'  série),  tome  VI.  —  Fasc.  III,  i8()".  -^^ 
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44,  La  quantité  que  nous  avons  désignée  par  \n,  s'annule  en  tous 

les  points  communs    aux    surfaces  $  =  0    if^  =  o,  6  =  0,  si -r-' par 
^  au    '^ 

exemple,  est  divisible  parO;  cela  arrive  en  particulier  lorsque  les  sur- 
faces <ï>  =  o  appartiennent  à  un  faisceau  ponctuel  de  surfaces  asympto- 

tiques$,  4-  ut^.,  =  o,  puisque  alors  —  =  6$.([,  ■/],  ^,  G)  :  il  faut  tou- 
tefois que  I  +•/]■- H- s"  reste  fmi,  c'est-à-dire  que  les  surfaces  $  =  o, 
W  =  o  n'aient  aucun  point  commun  sur   le  cercle  à  l'infmi. 

En  excluant,  comme  plus  haut,  '  ce  cas  particulier,  nous  pouvons 
dire,  puisque,  si  d'o  est  nul,  a,  fl,  y  disparaissent  dans  K,  que  : 

Un  système  composé  de  deux  surfaces  de  même  degré  et  de  deux 
surfaces  asymptotiques  découpe  sur  une  sphère  des  aires  dont  la 
somme  algébrique  reste  fixe^  pour  toute  position  de  la  sphère  dans 
l'espace. 

Cette  somme  est  d' ailleurs  proportionnelle  au  rayon. 

Pour  appliquer  ce  théorème  et  le  précédent,  on  ne  doit  pas  oubUer 
qu'un  certain  nombre  des  aires  considérées  peuvent  être  imaginaires, 
et  qu'elles  sont  en  tout  au  nombre  de  ipq^p  et  q  étant  les  degrés  des 
systèmes  de  surfaces  sécantes. 

45.  Exemples.  —  Imaginons  qu'on  déforme  homographiquement 
un  tore  annulaire  sous  la  condition  que  les  sections  normales  à  l'axe 
deviennent  des  couples  d'ellipses  situées  dans  des  plans  parallèles  :  on 
obtient  une  surface  I,  qui  découpe  sur  une  sphère  quatre  aires  fermées 
dont  la  somme  algébrique  ne  dépend  pas  de  la  position  de  la  sphère. 

Car  ou  ])eut  décomposer  l'anneau  obtenu  en  anneaux  infiniment 
petits,  compris  respectivement  entre  deux  des  plans  parallèles  de  la 
série  considérée,  et  deux  cylindres  ayant  pour  bases  sur  ces  plans  des 
ellipses;  le  théorème  étant  vrai,  par  ce  qui  précède,  pour  un  de  ces 
anneaux,  est  vrai  pour  l'anneau  total. 

On  obtient  un  système  jouissant  de  la  même  propriété  en  considé- 
rant le  solide  limité  par  deux  ellipsoïdes,  dont  l'un  est  intérieur  à 
l'autre,  et  par  deux  plans  parallèles;  et,  plus  généralement,  toute  sur- 
face engendrée  par  une  conique  dont  le  plan  reste  parallèle  à  un 
plan  fixe. 
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De  même,  on  peut  prendre  le  solide  limité  par  deux  ellipsoïdes  ho- 
mothétiquesét  deux  plans  quelconques. 

46.   Des  propositions  analogues  s'obtiendraient  pour  les  siufarcs 
de  direction,  c'est-à-dire  telles  qu'en  chacun  de  leurs  points  le  radical 

sfx'  +/■'  ~^  f'z'  ^^^^  *^&^^  ''^  ^^^^^  fonction  rationnelle;  nous  nous  rései- 
vons  de  revenir  sur  cette  question  dans  un  autre  travail. 


m.    —    yViRES    ELLIPSOÏDALES. 

Zones  ellipsoïdales  à  bases  planes. 

47.  Les  formules  démontrées  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire 
conduisent  ég^alement  à  des  résultats  remarquables  relatifs  à  certaines 
aires  ellipsoïdales,  limitées  par  des  courl)es  algébriques:  mais,  avant 
d'aborder  la  question  dans  toute  sa  généralité,  il  nous  sera  utile  d'éta- 
blir directement  le  plus  simple  de  ces  résultats,  en  nous  appuyant  sur 
des  considérations  géométriques  élémentaires. 

La  proposition  que  nous  avons  en  vue  est  relative  à  Taire  conq^rise  sur 
un  ellipsoïde  quelconque  entre  deux  sections  planes,  le  long  desquelles 
on  peut  circonscrire  à  l'ellipsoïde  un  cône  de  révolution;  on  sait  que 
les  pôles  de  ces  sections  planes,  c'est-à-dire  les  sommets  des  cônes  de 
révolution  circonscrits,  ont  pour  lieu  Fliyperbole  focale. 

Soit  donc  E  l'ellipsoïde 

(0  5  +  ^  +  ^  —  1  =  0       («>^>'-); 

l'hyperbole  focale  a  pour  équations 

y  =  o,         -p — -p,  —  ~ — -  =  i . 

Le  plan  polaire  P  d'un  point  (j;,  z)  de  cette  hyperbole  a  pour  équa- 
tion 

— r  H r  —  r  =o. 
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Proposons-nous  d'évaluer  Taire  de  la  zone  ellipsoïdale  comprise 
entre  ce  plan  et  le  plan  polaire  P',  d'un  point  (r  +  dx^  z  ■+■  dz)  infini- 
ment voisin  du  premier  sur  l'hyperbole  focale. 

A  cet  effet,  projetons  la  zone  sur  un  plan  normal  à  Taxe  du  cône  de 
révolution  de  sommet  (u7,  z)  circonscrit  à  rellipsoïde  E  :  il  est  clair 
que  l'aire  de  la  projection  est  égale  à  la  différence  des  aires  des  projec- 
tions, sur  le  même  plan,  des  sections  planes  faites  dans  E  par  les  plans 
P  et  P'.  Or,  en  appelant  di  l'aire  de  la  zone,  et  Ô  l'angle  que  les  plans 
tangents  à  rellipsoïde  le  long  de  la  section  P  font  avec  l'axe  du  cône, 
on  a  pour  la  zone  projetée  la  valeur  da  sinO  ;  d'autre  part,  en  désignant 
par  w  Taire  de  la  section  P,  par  w  -i-  r/co  celle  de  la  section  P',  par  A  et 
A'  les  angles  des  plans  P  et  P'  avec  Taxe  du  cône,  il  viendra 

f/o- sin6  =  (co  H- f/w)  sin  A' —  w  sinX. 

L'axe  du  cône  est,  comme  on  sait,  la  tangente  en  (ic,  ::)  à  Thyper- 
hole  focale;  ses  équations  sont  donc 

Cl' —  b-         b-  —  c- 
et,  par  suite, 

f-  (  a-  —  b-  )  jcz  -+-  cC-  (  6^  —  c-  )  xz 


sin  A  = 


\  (c*,r--|-  à*  z-)\{^a-  —  b'^y^  z- ^  {b- —  c-)-j:-] 
et 

•  -,  c-{a-— b-){x -\- clx)  z  +  a-ib-— c-){z  +  dz)x 

sin  A  =  '^  '  ^  '^  '  . 

\  [c'  {x  -h  d.i-y  -h  o' {z  -]-  dzy-][{a'—  b'y  z' -]- {b-  —  c'-y  x'] 
Posons,  pour  abréger, 

G  =  («-  -  h- y-  z-  -h(b--  c' y  x'-, 

H  =  c''x-  -+-  a' z-, 

et  développons  sin  A'  suivant  les  puissances  croissantes  de  d.v  cl  dz;  il 
vient 

•  -, ,          •    -,         c-  z(a'-  —  b-  )  dx 
sm  A  =  sin  A  H ^^ — j — j— ! — 

d'x(b'- — c^)dz         b'-ia^ — c-)        /    ,       »  ,        / 

-f-  - — ■ — i — i —i — ~-xz{c\i-dx  -+-  a'.i-dz  ). 

GMI^  GUI- 
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sinO  se  calcule  sans  difficulté,  et  Ton  trouve 

sin6  =  -^  («2  -  b^y{/f-  -  rJY. 
G' 

On  a  donc  ch,  au  second  ordre  près,  par  la  formule 

h(a''-  ly'y(b^'—c-ydr; 

=  ir-(a^-  -  C-)  :^û^w  -h  4[<^-'(«'  -  b-  )-dx  +  aHlr  -  c'  irdz] 

jb-(a-  —  r-^xzic^xdx  +  a^  zdz). 

L'aire  co  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  P  a  pour  valeur 

w  =  -  — —  L, 

en  posant 

E  =  c"-j;^  +  a-  z-  —  «-<?-, 

A  =  c-x-  -f-  ar  z- . 
On  en  déduit 

puisque  </E  =  rfA;  on  peut  écrire,  en  introduisant  w, 

^/co  =  ^  ( AH .  ^/A  H-  I AE .  f/H  -  f  EH .  f/A). 

Transportant  cette  valeur  dans  l'expression  de  dn,  il  \ieril,  en  re- 
marquant que  la  quantité  c^  x  dx  -\-  a^  z  dz  est  ég'ale  à  ^  r/H, 

b(a--  h-  f  {h-  -  fry  d'y 

H- 

b-(a^  -  c-')xz{Xn.dX-\VA\.dX), 


AEH^ 
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(a-—  b-yUb-—  c-yd'j 

=  -^[AEc-(<2-—  b-)zd.c  -h  KEa-(h-  —  c^  )xdz 
+  \h-{a--c'-)xz{?>a-c--  X)dA]. 

On  peut  exprimer  ^A  en  fonction  de  dx  et  dz^  et  ensuite  dz  en  fonc- 
tion de  dx^  puisque  a;  et  ^  sont  liés  par  Féquation 


--) 


a-  —  b-         b'  —  c-  '■ 

il  vient  ainsi,  après  un  calcul  facile,  en  remarquant  que  A  :=E  -r-  a-r-, 


(h  s/a'-—  b- 


a" c-  — i  [ 2  A-  —  A {  b'  —  3 «-  b'  —  3 b- c-  -h  3 «- c"  ) 


zX- 


—  3a-c-{a-  —  b'-  ){b-  —  c'\. 


48.   On  a  donc,  puisque  x  et  z  sont  liés  par  la  relation  (2  V   une 
différentielle  elliptique  en  x;  il  est  aisé  de  la  réduire. 
Des  identités 


Ir^^^LulLd^'"' 


b'-  —  c- 


d.r 


=^  — ^  [  —  A-  —  2  A (  cr  b-  ^-  b- c-  —  ia- c-  ) 
A^  /        ;A^ 

-f-  3a-c-(  a-  —  b-  )(  //-  —  r-)] 


et 


II-     a- — c-    ,  /  xz  ,  dx  TA-  /    ,        I  o    /  /  o 


a'-c-   b- —  c- 

on  conclut 


(3) 


d^  \l a-  —  b-        I  .y  a-  —  c-  /     o    o    /  -rc         ,  xz  . 

T  in r^  +  ^'/T^ZITi^'^  ^^— -^- 

'■   y/6*— r^  <>>  —  c   \^  ^2  ^!  / 

et,  si  Ton  pose 

i3)  S  =  t:/^^ 


r/.r 


sA« 


(c-  ./:•-  -h  ûf  -  3-  —  a-  c-  ) 


o  .v: 


{a^—iiy  (b-—c-) 


c    ,       A"^  A^  ^ 
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il  vient 


(.])  dS-ch  =  r.  y  ^J^  -^  (c^x^-^a^z^  -  a-c\), 


z\' 


X  et  z  étant  lies  par  la  relation    ./    , ,  —  t^ — -o  =  i,  et  A  étant  éffai  à 

'-  a-  —  lA         b-  —  c-  ^ 

c-x-  -^  a- z- .  La  différentielle  elliptique  qui  figure  au  second  membre 
est  maintenant  ramenée  aux  différentielles  de  première  et  de  seconde 
espèce. 

49.  Avant  de  l'étudier  de  plus  près,  nous  devons  signaler  une  inter- 
prétation géométrique  remarquable  de  la  fonction  désignée  par  S  : 
cette  fonction  représente  l'aire  du  cône  de  sommet  (x,  z)  circon- 
scî'it  à  l'ellipsoïde^  l'aire  étant  prise  entre  le  sommet  et  l'ellipse  de 
contact. 

En  effet,  si  Ton  projette  Taire  en  question  S  et  la  conique  de  con- 
tact sur  un  plan  normal  à  Taxe  du  cône,  cône  de  révolution  comme  on 
sait,  il  vient,  en  gardant  les  notations  employées  plus  haut, 

S  sinO  =  co  sinA, 
d'où,  en  remplaçant  co,  sinO,  sin  A  par  leurs  valeurs,  trouvées  déjà. 


(^ j  EH2  t)^rr--'C^-)xz 


c'est-à-dire 


b  = 


a-c-  — r 


\a^—b-^Y^{b-—c'')-\_k-  A- 

ce  qui  coïncide  bien  avec  la  valeur  de  la  fonction  S  écrite  plus  haul 

50.   Revenons  maintenant  à  la  relation 


rfS 


d'7  =  T.  i/  -^ 5  — 7    C'X-  -+-  a-  z-  —  a  c-  \. 

\   a- —  c-      .  I  •-  ' 
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et  transformons  le  second  membre  en  introduisant  les  fonctions  ellip- 
tiques sous  la  forme  moderne. 
Posons  à  cet  effet 

(l)  '     Co=  I ;— J 


e.j  =  I 3 

P 

p  =1  a-  0-  -\-  a-  c  -f-  ^^"  c. 

On  a  ''i  >  '^2  >  "^3  *?t  c,  4-  ^o  4-  C3  ^  o. 

Si  Ion  considère  la  fonction  pu,  délinie  par  la  relation  habituelle 

p-u  =  !i(pif  —  e,){pu  —  c.,)(pu  —  6-3  ), 

on  peut  poser 

a'— h' 


on  a  bien,  en  effet, 


ei  —  e,  


<7- — /y-         h-  —  c-         3/>"-  «-  —  C' 
On  en  conclut 
(7;  A==c'x-H-a-r"'=  ^(jD?/  — r-,), 

et 
(8)  E  =  A  -a-r''-=  t^ipu—\). 

Les  équations  (G  )  donnent  les  expressions,  en  fonction  dun  para- 
mètre u,  des  coordonni'cs  dun  point  de  rhy[)erbol('  focale;  à  cliarpie 
]K)iiit  (x^  r)  de  \'\\\  priholr  correspondent,  puisque  pu  esi  une  lonclion 
paire,  deux  valeurs  di'  //  égales  et  de  signes  coiiliaires. 
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Si  u  varie  do  o  à  la  demi-période  réelle  to,  j)^/  varie  do  ^-  ce  à  e,,  el 
il  résulte  des  formules  (G)  (jiroii  obtient  ainsi  tous  les  points  ré'cls  de 
Ihyperbole,  Pour  les  points  de  Tliyperbole  extérieurs  à  Tellipsoïde, 
on  a  E  >  o,  c'est-à-dire  p//  >>  i  :  soit  ii^  la  plus  petite  racine  positive 
de  ré(juati()n  p/z^— 1  =  0;  on  j)eut  dire  (jue,  si  le  point  (.r,  ;)  pari 
dun  ondnlic  de  Tellipsoïde  et  s'éloigne  à  l'infini  sur  la  brancbe  de 
riiyperbole  focale  qui  passe  par  cet  ombilic,  Tai-p^ument  correspondant 
positif  u  décroît  de  //o  ^  o  (  '  )• 

Supposons,  pour  lixer  les  idées,  que  le  point  (./;,  z)  décri\('  ainsi  la 
branche  de  Thyperbole  focale  située  dans  l'angle  positif  rO./;;  on  a 

IX  dx  =  TTT-,  — ; T  P^/  du. 

D'après  les  hypothèses  qu'on  vient  de  faire,  x  et  dx  sont  posilifs,  du 
est  négatif  :  pu  sera  donc  négatif  et  l'on  devra  écrire 


p'u  =  -  'i^ipu  -  e,){pu  -  e.,){pu  -  e,). 

11  vient  ainsi,  en  résolvant  l'équation  précédente  par  rapport  à  f/r, 
et  remplaçant  x  par  sa  valeur  en  u. 


dx  =  -  y  ^  ""^^^  i  \J(pii~e;){pu-c,)du, 

et,  par  suite,  en  portant  dans  l'expression  (4)  de  dS  —  d/j  les  valeurs 
en  w  de  X,  :j,  A,  E,  dx^  on  aura 

c/S  —  r/o-  =  —  7:  V  /  -,  (pu  —  i)  f/u^ 

c"cst-à-dire,  en  intégrant, 

S  -  cr  =  -  7:  y/|  fipu  ~\)du. 


(  ')   Il  est  clair  (jne  léquation  puo—  \  ^=.  o  di.  des  racines  réelles,  puisque  e,  est 
inférieur  à  1 . 

Journ.  de  Malli.  {/('  série),  lomc  \'I.  —  Fasc.  III,  1890.  ^2 


2DO 


G.     HUMBERT. 


Si  Ion  intègre  entre  Uq  et  z/,  on  aura,  puisque  S  et  c  sont  évidem- 
ment nuls  quand  le  point  (x,  z)  est  à  Tombilic, 


(9) 


S  — cr  =  7:t/|(i:w  +  z/  —  lu^  -  Ko). 


Dans  cette  formule,  g-  est  Taire  de  la  calotte  ellipsoïdale  PGQ;  S 
Taire  latérale  du  cône  PMQ  {/l^;'.  i). 


F'C-  1- 


Si  le  point  M,  (x,  z)  s'éloigne  à  l'infini  sur  la  branche  d'hyperbole 
focale  GM,  son  plan  polaire,  PQ,  tend  vers  la  position  RT,  le  plan  RT 
étant  le  plan  diamétral  conjugué  de  Tasymptote  OV  :  S  devient  alor^; 
infini,  ainsi  que  ^u,  puisque  u  tend  vers  zéro,  et  les  deux  membres 
de  la  relation  (9)  sont  infinis.  Pour  étudier  la  question  de  plus  près, 
écrivons  la  valeur  de  S  en  fonction  de  u.  On  a  trouvé 


d'où 
(10; 


o  —  7:0'  Y  Y  xz  -^  ; 


^  =  '\/i(P^-^) 


iP"--eiy(pu  —  e.,y- 


ipn  —  e.y- 

Lorsquc  it  tend  vers  zéro,  on  a,  en  remplaçant  pu  par  —^ 


A7/' 


^  =  ^\/'ï(r.-^^'"  +  -)' 
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L'airo  t  tend  vers  Taire  de  la  calotte  RGT,  c'est-à-dire  vers  la  moi- 
tié, loj   fl^'    l^ir<'   totale  de  l'ellipsoïde;    enfin   Zu  est   de   la   forme 

-  -f-  k' i/^  -^  . . ..  Portant  ces  valeurs  dans  (9),  il  vient 


-■\/%-^ '■"-■■■)- -'  =  --\/l{^+"^'^'"'- 


Wn    —    U, 


Les  termes  infinis  disparaissent,  et,  à  la  limite,  u  tendant  vers  zéro, 
il  reste 

(11)  <^o  =  ^'y^^G"o^ifi,)' 

On  a  donc  finalement,  en  remplaçant  '^^'0-^  '^0  P'^^'  ^'*  ^'jl^ur  en 
fo'nctioii  dellfl,  dans  (9), 

(i'2)  S  -h  So  -  7  =  7:  ^/l  (!:w  -^  u). 

oi.   Ce   résultat  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Soit  un  cône  de  révolution  circonscrit  à  un  ellipsoïde,  d'axes  ia, 
ib,  2c  :  l'excès  de  Uaire  latérale  de  ce  cône,  limité  à  son  sommet 
et  à  l'ellipse  de  contact,  sur  l'aire  de  la  calotte  ellipsoïdale  com- 
prise à  son  intérieur,  a  pour  expression 


r.J\{U  +  u) 


V 

2„  étant  l'aire  du  demi-ellipsoïde,  u  le  plus  petit  argument  positif 
défini,  en  fonction  des  coordonnées  x  et  z  du  sommet  du  cône,  par 
les  relations  compatibles 

3  I/-    —   C-       ■  V 

60-  a-  —  (--'<»  '  -" 


139. 
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et  étant  posé 

c, 

3l>'c'- 

^.  =  T  — 

—              ,     * 

3r/-/>- 


s   =^  a- b- -i- a- c- —  b- 


^.2. 


S  est  cV ailleurs  donné,  en  fonction  de  u,  par  la  formule 

11 


y/|(,p//-.) 


(ji«— e.,)-^ 


On  voit  que  S  est  algébrique  par  rapport  à  p//,  c'c^sl-à-dirc  par 
rapport  aux  coordonnées  du  sommet  du  cône. 

o*2.  De  cette  formule  on  déduit  immédiatement  Taire  de  la  zone 
comprise  entre  les  plans  polaires  de  deux  points  de  Tliyperbole  focale, 
lorsque  ces  deux  points  sont  sur  une  même  branche  de  Thyperbole  et 
dans  le  même  angle  des  axes  Oj:;  et  O j;  on  a,  en  désignant  par  w, 
et  u.,  les  arguments  positifs  correspondant  à  ces  points,  par  S,  et  So 
les  aires  des  deux  cônes  circonscrits,  et  par  1  Taii  e  dr  la  zone  cher- 
chée. 

S,-  S, -f-I  =  T:i/|(rw,  — ':^w,  ^u,  -  u,). 

Mais  cette  formule,  à  cause  des  hypothèses  faites  sur  u,  ne  convient 

plus  au  cas  de  deux  points  non  situés  dans  le  même  angle  des  axes. 

Pour  rétendre  à  tous  les  cas,  nous  définirons  l'argument  de  telle 

sorlr  qu'il  varie  d'une  manière  continue  tout  le  long  de  l'hyperbole 

1  I 

focale   :  remanpiant  à  cet  effet  que  (pif  —  f'^)'  et  (pu  —  e,^)-  sont 

égaux  à  ^  (//)  t't  ^  ( u),  nous  poserons,  (j.\  z)  désignant  loujoiii-s  un 

jtoiMl  (le  rbyperbole, 


_   I       /p  a^—  b-  lijT  _  __   ^_      /p   b^—c-  c^,r 

■''  ~  h\/  Ti  a'  -  (■■'  TV'  ^"  "  /y  V  3  r/^—  c-   ^i'  ' 

c  étaiil    iiii  nouvel  arguiiiml  <''gal  à    ±:  u,  r[  l<"s  deux   radicaux  élant 
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pris  positivement.  Si  '2co  et  2(d'  désignent,  comme  d'habitude,  les  pé- 
riodes réelle'"et  imaginaire  de  pu,  les  périodes  communes  aux  fonc- 

lions  ^  et  -^  seront  4^  '-t  A^S  et  à  un  point  (x,  z)  de  Ihyperbole 

focale  correspondent,  dans  un  parallélogramme  4^,  4^',  deux  argu- 
ments de  la  forme  r  et  —  r  h-  2(0  4-  ato',  dont  le  premier  seul  est  réel  : 
c'est  cet  argument  réel  bien  défmi  que  nous  ferons  correspondre  à  un 
point  de  Thyperbole;  nous  le  supposerons  compris,  ce  qui  est  permis, 
outre  —  3oj  et  co. 
Cela  fait,  en  posant 


et 


on  démontre  aisément  que  la  zone  ellipsoïdale  I!  comprise  entre  les 
plans  polaires  de  deux  points,  d'arguments  c, ,  Co,  delliyperbolc  focale 
a  pour  expression 

l  =  0(p,  )-0(r,) 

lorsque  les  deux  points  sont  dans  un  même  angle  des  axes  ou  dans 
deux  angles  opposés.  Si  les  deux  points  sont  dans  des  angles  adjacents 
des  axes,  il  faut  ajouter  àl  ou  en  retrancher  de  1  la  conslautc 


^^\/|(-^ 


'■0.- 


Tj  étant  la  constante  'Coj. 

Dans  lousles  cas,  on  peut  dire,  puisque  -S  est  algébri(|ue  par  ra[)p(»rl 
aux  coordonnées  des  deux  points,  que  1  est  égale,  à  une  quantité  alg«''- 
brique  près,  à  la  fonction  t  i\,  —  ^r,  -f-  lo  —  i",,  et,  par  suite,  les  zones 
(pii  correspondent  à  des  valeurs  de  i\,  el  v,  telles  que  (i'2  —  i\)  resU- 
constant  sont  égales  entre  elles,  à  une  fonction  algébrique  près,  car 
'Çvo  —  'C<"i  est  égal  à  u(po  —  c,  )  augmenté  d'une  (piautité  algébricpie  eu 
pv.,  et  j)r,. 

On  a  ainsi  une  propriété  analytique,  analogue  à  celle  des  arcs  di' 
conique  et  dont  il  est  aisé  de  trouver  une  interprétation  géométri({ue. 
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55.  Lr's  plans  polaires  des  points  (jc,  :j)  de  Thyperbole  focale,  par 
rapport  à  Tellipsoïde  E,  enveloppent  un  cylindre  hyperbolique  ;  si  X,  Z 
désignent  les  coordonnées  du  point  où  le  plan  polaire  de  (x,  z)  touche 
la  trace  de  ce  cvlindre  sur  le  plan  .rO  j,  on  trouve  aisément 


\"- 


b^    -*■  Jb-—c-    -'■ 


Considérons  maintenant  l'hyperbole  H,,   intersection  du  cylindre 
précédent  par  un  plan  mené  par  le  grand  axe,  Ox^  de  E,  et  faisant 

avec  le  petit  axe,  Oz,  un  angle  de  cosinus  égal  à  -  :  les  cercles  de  ce 

plan  se  projettent  sur  le  plan  zOx  selon  des  ellipses  homothétiques  à 
la  section  de  E  par  zOx.  Les  coordonnées  d'un  point  X,,  Z,  de  l'hy- 
perbole H,,  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  auront  pour  expres- 
sions 

X.  =  X  =       "'       ^;        Z.  =  ^  Z  =  -  -.^L=  ?i^. 

L'arc  .s  de  l'hyperbole  H,   a  une  expression   remarquable:  on  a  en 
.'ftel 


ds 
d\ 


•2         {a'—  b^-){b-—c')\   :^i'  \  (a' —  b- )  {b'- —  c-)^^  -^ 


doù 

S=  M  ('Cl- 4-  eor)-i-  X, 

M  et  X  étant  des  constantes. 

On  voit  ainsi  que,  si  to  —  p,  reste  constant,  les  arcs  correspondants 
de  l'hyperbole  H,  seront  égaux  entre  eux,  à  une  fonction  algébrique 
près;  en  d'autres  termes,  deux  zones  ellipsoïdales  auront  une  diffé- 
rence algébrique  si  les  arcs  correspondants  de  H,  jouissent  de  la  même 
propriété. 

Or  on  sait  que,  si  d'un  point  d'une  hyperbole  homofocale  à  H,  on 
mène  à  cette  dernière  courbe  deux  tangentes,  les  arguments  t\,  et  r, 
des  points  de  contact  ont  une  différence  constante  :  c'est  l'expression 
analytique  du  théorème  de  Graves  et  Chasles.  On  peut  dire  aussi, 
d'après  une  propriété  connue  des  coniques,  que  deux  arcs  de  l'hyper- 
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bole  H,  ont  une  somme  algébrique  reclifiahle  lorsque  les  tangentes  à 
leurs  quatre' extrémités  touchent  un  même  cercle;  ces  tangentes  étant 
les  traces  sur  le  plan  de  H,  des  quatre  plans  qui  limitent  les  deux  zones 
correspondantes,  il  en  résulte  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

54.  Appelons  zone  ellipsoïdale  la  zone  comprise  sur  l'ellipsoïde 
entre  deux  ellipses  le  long  de  chacune  desquelles  on  peut  circon- 
scrire à  cette  surface  un  cône  de  réiolution ; 

Les  aires  de  deux  zones  ellipsoïdales  ont  une  somme  ou  une  dif- 
férence exprimable  algébriquement  lorsque  les  quatre  plans  qui 
limitent  ces  zones  touchent  un  cercle  situé  dans  un  plan  passant 
par  le  grand  axe  et  faisant  avec  le  petit  axe  un  angle  de  cosinus 

j     ,   c 

esi'al  a  -■ 

Ou,  si  l'on  veut,  en  vertu  de  la  remarque  faite  sur  la  projection 
d'un  tel  cercle  : 

Les  aires  de  deux  zones  ellipsoïdales  ont  une  somme  ou  une  dif- 
férence exprimable  algébriquement  lorsque  les  quatre  plans  qui 
les  limitent  touchent  un  ellipsoïde  homothétique  à  V ellipsoïde  pri- 
mitif. 

Zones  de   Lebessue   et   de  J  elle  II. 

o5.  Les  zones  à  bases  planes  qu'on  vient  d'étudier  sont  les  aires 
ellipsoïdales  les  plus  simples  qu'on  ait  pu  ramener  jusqu'ici  aux  inté- 
grales elliptiques;  un  autre  exemple  a  été  donné  il  y  a  longtemps 
par  Jellett  (*  )  et  par  Lebesgue  (  -  ). 

Le  lieu  des  points  d'un  ellipsoïde  où  la  normale  fait  avec  l'un  des 
axes  principaux  de  la  surface  un  angle  donné  se  compose  de  deux 
boucles  fermées,  symétriques  par  rapport  au  centre,  et  c'est  l'aiic 
comprise  sur  rellipsoïde  à  l'intérieur  d'un».'  de  ces  boucles  cpie  Jellelt 
et  Lebesgue  ont  calculée. 


(')  Cambridge  and  Dublin  matheniatical  Journal,  t.  I,  p.  5-. 
(-)  Journal  de  Mathématiques,  i""*  série,  t.\l,  p.  33i. 
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La  méthode  de  Lebesgue  est  bien  connue;  si  Ion  désigne  par  Ù 
l'aire  comprise  à  Tintérieur  dune  des  boucles  correspondant  à  la  va- 
leurs o  de  Tangle  (Taxe  choisi  étant,  par  exemple.  Taxe  Oz).  par  w  la 
projection  de  cette  aire  sur  le  plan  xOy,  on  aura 

J^      COSti  \cOS'f/o  J^  \coso/ 

On  obtient  aisément  w,  qui  est   Taire  de  lellipse  suivant  laquelle  la 
boucle  considérée  se  projette  sur  le  plan  xO^'  : 

tans-'v      ,                                    I 
w  =  t:  — ir^  au i r  ; 


d'où 


I    I  tang-'^y-  /  I  tang^çV- 


,     tan^^o  /  I         tan^-o^ 

T-.ahc ^     — ^ 

c-       \  c-  c- 


\[  J_  _  lang^oy  /ji^  _^  tang^y  / ^ 


tang-c5 


6^?^^ 


—  r.ab 


tang'o    -tango 

?-L  d  ^ 


tang^'j\-  /   I         tang-o \"-  /  i        tang-o 


\-  /   I         tang-o \"-  /  I        tang-o  \" 


L'intégrale  du  second  membre  se  ramène  aux  intégrales  ellipliciucs 
en  prenant   ^"'i^  "^  pour  variable,  et  Ton  a  ainsi  l'expression  ann(mcée 

de  il. 

Lebesguc  déduit  immédiatement  de  cette  formule  que  trois  zones, 
correspondant  à  des  angles  o,  o',  o"  faits  respectivement  par  les  nor- 
males avec  Or,  Oy  et  Ox,  auront  leurs  différences  deux  à  deux  ])la- 

.„    ,  ,  .    ,,  tango         tango'         tango"      r-    .  •        ^        n-    ,• 

mfiables  si  1  on  a  — ^  =      ,   '    =  — ^^^  :  1  mlegrale  elliptupic  (  ui 

figure  dans  Texpression  de  12  est  en  effet  la  même  pour  les  trois  zones. 
C'est  le  premier,  et  jusqu'ici  le  seul  exemple  connu  d'aires  ellipsoïdales 
à  différence  algébriciue;  nous  en  avons  fait  connaître  un  second  dans 
les  paragraphes  précédents. 
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56.  Avant  d'en  donner  un  troisième,  beaucoup  plus  général  et  plus 
important,'  nous  écrirons  la  formule  de  Lebcsgue  en  introduisant  les 
fonctions  elliptiques.  Il  suffit  de  poser,  en  gardant  les  notations  dos 
paragraphes  précédents. 


tang^cp  P        / 


pour  trouver 


Les  fonctions  elliptiques  sont  les  mêmes  que  celles  envisagées  1)1  us 
haut  et  de  plus  la  partie  transcendante  de  Ù  est  identique  à  celle  (iiii 
figure  dans  Texpression  de  la  zone  ellipsoïdale. 

Dans  cette  formule,  u^  est  toujours  la  plus  petite  racine  positive  de 
l'équation  pu  —  i  =  o,  qui  correspond  k  o  =  o. 

En  observant  que  ::  i/^  ÇÇu^-h  u^,)  est  la  demi-aire  I„  de  Tellip- 
soïde,  (i  i),  il  vient 

^        (p«  — e,)-(j3f/— e,)-  ^ 

expression  tout  à  fait  analogue  à  celle  de  la  calotte  à  base  plane.  On 
peut  dire  aussi  qu'à  toute  zone  de  Lebcsgue  est  associée  une  calotte  à 
base  plane  telle  que  la  différence  des  deux  aires  soit  planifiable,  le 
plan  de  base  de  la  calotte  étant  défini  algébriquement  en  fonction  des 
lignes  trigonométriques  de  l'angle  correspondant  à  la  zone. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  les  courbes  de  Lebcsgue,  que 
nous  allons  retrouver  comme  cas  particulier  de  courljcs  plus  géné- 
rales. 

Aife  d'un  pajallclc. 

57.  Appelons  sur  l'eUipsoïde,  parallèle,  d'axe  D  et  d'angle  ^,  le 
lieu  des  points  de  la  surface  où  la  normale  fait  un  angle  o  avec  une 
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droite  D  issue  du  centre  (  '  )  :  un  parallèle  se  compose  de  deux  boucles 
fermées,  symétriques  par  rapport  au  centre;  Taire  comprise  sur  Fellip- 
soïde  entre  ces  deux  boucles  sera  Vaù^e  du  parallèle. 

Les  parallèles  dont  Taxe  est  un  des  axes  de  l'ellipsoïde  sont  précisé- 
ment les  courbes  de  Lebesgue. 

C'est  pour  évaluer  Vai7^e  d'un  parallèle  que  nous  allons  faire  appel 
aux  formules  de  la  première  Partie  de  ce  Mémoire. 

Soient 

(1)  Ao6-2  +  Bj2  -h  C3-  -  1  =  o 

Téquation  de  Tellipsoïde;  /,  m,  n  les  paramètres  directeurs  de  Taxe 
d'un  parallèle  ;  9  l'angle  correspondant  :  la  seconde  équation  du  paral- 
lèle sera 

cos=9(A^^^  -f-  By  -+-  C'z^)  =  ^,_^^^',^^^,  (Alx  +  Bmy  -h  Cnz.y. 
Nous  l'écrirons 

(2)  A^^x'-hY^y-hC^z''-  ir(oLx-h  fJjH-Y3)-=:o, 
en  posant,  pour  simplifier  l'écriture, 

(3)  A/=a,         Bw^  =  3,         C/z^r,         u""  =       ..   ^  ...  ' — -, -• 

Supposons  /,  m,  n,  c'est-à-dire  a,  (3,  y  fixes,  et  cos^,  ou  u,  variable; 
les  parallèles  envisagés  auront  le  même  axe,  et  soient  deux  de  ces  pa- 
rallèles, correspondant  aux  valeurs  u  et  u  -h  du. 

En  coupant  ces  courbes  par  deux  plans  infiniment  voisins, 

(/,)  P-h(t-f-^A«)Q  =  o,  P+rQ  =  o, 

passant  par  une  droite  fixe,  P  =  0,  Q  =  o,  menée  par  le  centre  de 
l'ellipsoïde,  on  détermine  sur  cette  surface,  entre  les  plans  et  les  pa- 
rallèles, quatre  aires  infiniment  petites  dont  la  somme  s'évalue  aisé- 
ment. 

(')  Celte  définilion  esl  iliic  à  Lebesjjue,  loc.  cil. 
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L'élément  d'aire  sur  Tellipsoïde  a  pour  expression 


d'y  =  dx  dy çt^ 

ou,  en  prenant  u  et  v  pour  variables  (n"  30), 

d<j  =  audi>\lA.^x- -h  u-y- -\- L^-z-  ^ ■ ^ 

A  étant  le  jacobien  des  premiers  membres  des  équations  (i),  (2),  (4). 
En  chaque  point  des  quatre  aires  infiniment  petites  considérées,  on 
peut  remplacer  sjA^x'^  -h  B-/-  ■+-  C^z'^  par  ^/(ax  -h  p/  -h  7^);  d'après 
l'équation  (2),  il  vient  alors 

Pour  avoir  la  somme  des  quatre  aires,  on  devra  sommer  l'expres- 
sion 4  w"  ^  (ocx  -+-  '^y  -f-  y:?)"'  pour  les  quatre  points  communs  aux  sur- 
faces (i),  (2),  (4);  si  de  plus  on  suppose  que  la  droite  P  =  o,  Q  =  o 
rencontre  l'ellipsoïde  à  l'intérieur  des  boucles  fermées  qui  correspon- 
dent aux  parallèles  u^  et  w  ('),  on  obtiendra  l'aire  comprise  entre  ces 
deux  parallèles  en  intégrant  la  somme  précédente  entre  les  limites  —  oc 
et  -h  oc  pour  p;  u,  et  i/ pour  u.  On  a  donc,  en  désignant  l'aire  com- 
prise entre  les  deux  parallèles  par  o-. 


(5)  G=  f'^u-duT   ch^ 


Q(a^-+-?.r 


La  somme  qui  figure  au  second  membre  s'évalue  cà  l'aide  de  la  for- 
mule (8)  du  n°  20;  on  a  ici  A"  =  3,  et  il  vient 


(1)  Cette  condition,  qu'on  peut  toujours  supposer  réalisée,  est  nécessaire  pour 
que  tous  les  éléments  d^  entrent  positivement  dans  l'expression  de  d  :  on  le  voit 
en  appliquant  la  règle  du  n°  30,  rectifiée  par  la  note  (2)  de  la  première  page  de 
la  deuxième  Partie  de  ce  Mémoire. 
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Pour  appliquer  cette  formule,  on  a  supposé 
/=  A.r-  -r-By-  -hCz^  -  i, 

on  se  rappelle  que  v],  C,  ^  désignent  — >  -,  -,  t  étant  la  variable  d'homo- 
généité; la  somme  du  second  membre  s'étend  maintenant  aux  points 
communs  aux  surfaces  /"(i,  r^,  -,  0)  =  o,  o(i,  •/],  -,  0)  ^  o,  0  =  o;  et 
l'on  y  doit  faire  finalement  0  nul. 

Les  coordonnées  de  ces  quatre  points   sont  indépendantes  de  c-,  et, 
par  suite,  flans  Téquation 

l'intégration  par  rapporta  (pourra  s'efTectuer  de  suite.  On  peut  écrire, 
si  Ton  veut,  puisque  u  est  indépendant  de  9, 

^  d^-  J^  J  ^    (  H  4-  «' Q  )  (/v;  'r:  —  /ç  '•?,,)       ' 

cl  rintégi'ale  indéfinie  i)ar  rapport  à  i-  est  de  la  forme 


Soient  1*,  et  ^)^  les  valeurs  des  fonctions  P  et  Q  en  l'un  des  ([uatre 

Fi!!.    .-. 


f)()nils    auxquels    s'élond    la    somme;    supposons    que,    dans    le    i»lini 
des  (|uanlil('-s  r,   Ir  point  doni  l'affixe  est  —  -r?-  soit  au-dessus  de  Taxe 
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des  a?:  en  iotéffrant  la  fonction  .,    '    ^  le  long-  dn  contour  ci-contre, 

on  aura 

f^"      (Iv  r       dv       __ 

J_.    ÏM^^^I  P  +  .Q--'"' 


r  étant  le  résidu,  ^>  relatif  au  pôle  —  7^--  Quant  à  l'intégrale  /  ,  on 
VI  Vi  «^c 

voit  aisément,  en  supposant  que  le  rayon  du  cercle  C  augmente  indéli- 
niment,  qu'elle  est  égale  à  t^;  on  a  donc 

Vi 

r^"       dv        _        ^ 

Si  le  point  d'affixe  —  ^  avait  été  au-dessous  de  Ox,  on  aurait 

Vi 

trouvé 

f-^'      dv       _  _-± 
j  ^    P"+rQ-       Q.' 

Il  vient  donc 

ç^-      Q(x  +  ^-r,  +  YO^       ^/,.  ^  ±  -,•  (ji^iE!L±JiI\ 

p 
le  signe  à  choisir  étant  celui  du  coefficient  de  /  dans  —  ^\  d,   par 

suite, 

(9)  ^^"^i,  "'^^''^-'-^  .A^:-y^?r' 

la  somme  étant  toujours  étendue  aux  (juatre  points  communs  aux  sur- 
faces /  =  o,  9  =  o,  0  =  o.  Il  est  à  remarquer  qu'on  aura  dans  le  second 
membre  deux  signes  +  et  deux  signes  -,  car,  les  quatre  points  étani 
imaginaires  conjugués  deux  à  deux,  les  parties  imaginaires  des  quatrr 
valeurs  de  -  ^  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

58.   Pour  calculer  Tintégrale  par  rapport  à  ?/,  faisons  un  change- 
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ment  de  variable  en  posant 

•/]  et  w  sont  des  fonctions  des  variables  u  et  0  définies  par  les  relations 


(10) 


j  /(y),  i)    =  A  -4-  By]^  4-  cr=^  -  (p  =  o, 

(  9(7],  r,  i/)  =  A^  +  B'^T,^^  4-  C^r  -  w-(a  4-  pr,  +  y'C)'  =  o, 


0  est  d'ailleurs  une  variable  indépendante  de  w,  qu'on  doit  faire  iina- 


ri- 

lemenl  égale  à  zéro,  après  avoir  effectué  l'opération  -^ 


On  tire  de  là,  en  supposant  G  constant, 

o^  dr^    ^  ?:  dC  =  2  udu  (y.  -h  '^r^  -h  yO% 
d'où,  en  éliminant  dr^  et  d'Ç, 

Il  vient  ainsi 

Tj  et  ^  étant  des  fonctions  de  U  et  6  définies  par  les  relations 
(  A  +Br^  4-cr^  =0^ 

(«2)  ,        .        , 

et  la  somme  s'étendanl  aux  quatre  valeurs  de  r,,  t  définies  par  ces 
équations,  dans  l'hypothèse  de  0  =  o.  Il  ne  faut  pas  oubhor  que  U 
n'est  pas  indépendant  de  0;  on  a 

(t  2  Ijïs)  u  =  u(a  -h  fir,  -h  y'O' 

u  étant  indépendant  de  0. 
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Soient  U,  et  U  les  valeurs  de  U  correspondant  à  w,  et  w  ;  on  a 

d^     f'  L^dU  _    r\y.n.   d^   (  .   \     ,      d       '  d^ 

Or  on  a,  en  différentiant  par  rapport  à  0  les  relations (12)  et  (\-i  bis). 

Bdr,  ,^y       dl  [^ 


^6 
dr, 


dO 


r,        dr,  c/r         dU 

pu    ,/f,   ^   i"    f/0  rie 


On  en  conclut 

dr,         dl        dU 

dd  ~  dH  ~  dh   ~^ 

et,  par  suite, 

d         dO         U^  d'U 

dO      r,l      ~  T.:   d9- 

^^  se  calcule  aisément;  en  différentiant  deux  fois  par  rapport  à  h 

dn- 
les  relations  (12)  et  (12  bis),  on  trouve 


(i3) 


By]     cr       I 


^W 


dH^ 

db^ 


(i4) 


Il  vient  ainsi 

Or  on  a,  en  tirant  r^^  et  "C"  des  relations  (12), 

l  vB(C -  B;  Y]  =  / V  ^'  -  ^^y'  -^  M^  -  ^)' 


(^C(C-B)i:=  vL'-BO^  +  A(B- Aj. 
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Posons,  pour  abréger, 

e  =  U=^4-A(C-A), 

on  trouve,  en  effectuant  l'opération  ^  et  faisant  0  =  o  dans  le  résultat 

final, 

i  d'-    I 


v/BC(C   -B)  ^^''  ■'>'■        ^,1,191 
Effecluons  un  nouveau  changement  de  variable  en  posant 
(14  bis)  V'-A'  =  A\ 

on  a 


'^U^rfU(ii'.C+  £B)  _     /"va  +  A[À(B  +  C)  +  2BC]    ,. 

^-B)'MÀ-^C)^ 


J  il\J£^  ^/         2v''Â(a 

X  \/A  H-  À  \      r  X  ^> 


V/A  y  v'(A 


^/Av/(X  +  B)(X  +  G)         ay/A  J   y'^A  4- X)  (B  +  X)(G -h  X) 
11  vient  donc  finalement 

^    .,     )  ^       2  ^/ABCLv'B-^X  y/CTT       ^  J  ^(A -h X) (B -h X) (G  +  X)J 

(  "^  ^  )  ; 

La  somme  s'étend  aux  quatre  systèmes  de  valeurs  r^,  ^,  U,  "a,  défi- 
nis, en  fonction  de  w,  par  les  relations  (12),  (12  bis)  et  ([4  bis)^  où  ^ 
est  nul. 

r>9.   Employons  maintenant  les  fonctions  elliptiques.  Soient 

a-  b-  c- 

Zb'-c-                               Za^c-                               Zn^b- 
e,  =  I j  C,  —  l y  ^.1  =  ' ; 

?  ?  P 

_c  =:  a^  b-  -\-a-c-  -^  b^  c' . 


SUR    LE    THÉORÈME    d'aBEL. 

On  peut  jjoser,  en  introduisant  la  variable  définitive,  v, 

(e,  —  eo)(e,  — 63) 


26: 


a-  ia-b'-c- 


,P  <■  —  ^i 


doîi,  en  calculant  U  par  la   relation  U-— A-  =  Aa  et  rj,   l  par  le 
équations  (i4)j 


<7^C 


(16) 


u  = 


"  V/  ô  \  e,  —  (\  ~j 


ri'  \!b'^  —  c^ 

Posons  également,  pour  la  symétrie  des  notations  ultérieures,  /,  ni. 
/?,  désignant  toujours  les  paramètres  de  Taxe  du  parallèle^ 


(t6  bis) 


a  \Jl^  +  m- 
m 


h  i/P 


\/r-^  m^-h 


,,.,  =  /,  1/ 1  (e,  -  c,  y  (c,  -  r.,y. 

Les  vahnirs  de  y]  et  Z  en  fonction  de  r  sont  dépourvues  d'ambiguïté; 
(piaul  au\  fonctions  -^  et  pç  elles  sont  fonctions  algébriques  de  y],  l, 
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u  et  par  suite  d'après  (12)  et  (12  bis)  des  paramètres  du  parallèle. 
Observous  maintenant  qu'aux  quatre  couples  de  valeurs  ■/],  'C  qui  figu- 
rent dans  rexpression(i  5)  de  cr,  et  qui  vérifient  Téquation 

correspondent,  en  vertu  de  (16),  quatre  valeurs  de  c,  vérifiant  ré(}ua- 
tion 


v1 


3  abcu 


3^  = 


T i^.''; 

{e,  —  e.)'{e,  —  ei)- 


-7^.^-  + 


YC 


(e,— e,)'(P2— é-s)- 


(^3—  ^l)'(e3  — ^2)' 


.^') 


qui,  en  remplaçant  a,  [3,  y,  ?/  par  leurs  valeurs  (3)  en  /,  m^  //,  coso, 
et  tenant  compte  de  ([G  bis),  devient 


C>7) 


C0SC2 


abc 


^o'i-  =  /,^,r  -f-/,a',c  + /.^'.r. 


Observons  que  /,  et  4  sont  réels  et  que  L,  est  purement  imaginaire, 
d'après  (16  bis). 

Portant  les  valeurs  de  A,  U,  7],  u  dans  (i 5),  il  vient 


=  2:±iv/ï 


{e^  —  e.{){e^  —  e.O"]  3',  r  :;"  4 


(.8) 


(>0.  Nous  ne  calculerons  pas  en  ce  moment  -^^  qui,  d'après  (i3  ), 
est  algébricpie  par  rapport  à  r^,  'C  et  u,  c'est-à-dire  [)ar  rapport  aux 
paramètres  du  parallèle;  la  dernière  partie  de  a-  est  par  suite  une 
fonction  algél)rique  de  ces  paramètres,  quels  (pie  soient  les  sii;nes  à 
choisir;  il  en  est  de  mêm-c  de  la  première  partie,  et  par  consé([uenl 
l'aire  a  s'exprime,  à  une  fonction  algébrique  près  par  rapport  aux  élé- 
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inents  des  deux  parallèles  qui  la  limitent,  par  l'expression 

or  on  a 

/       ,        ,  ,     (g|  — e->)(gi  — gQ 

''  -^  pv^  —  g, 

d'où 


<=2±i\/î[-^(^^- 


w) 


La  somme  s'étend  aux  quatre  racines,  distinctes  à  des  multiples 
près  de  4w,  4W,  de  l'équation  (17). 
On  peut  écrire 


'^  '  (^i-  —  uW ( 


(19)  <=2]i-^\/3V        ■  -  2j)r-g 

ou,  en  intégrant, 

étant  posé 

Le  premier  terme  de  a",  est  encore  algébrique,  cl  la  iranscendanlc 
([ui  figure  dans  a  se  réduit  simplement  à  a". 

Pour  calculer  Taire  d'un  parallèle  (n°  57)  correspondant  à  une  va- 
leur o  de  l'ande,  il  faut  faire  varier  9  de  o  à  4-  -»  et,  par  suite,  u  d.'  u 

ji  _f_  ce;  l'aire  de  rdlipsoïde  s'obtiendra  en  faisant  varier  9  de  o  à  ^• 

Nous  avons  ainsi  ramené  a  à  une  fonction  algébrique  et  à  la  somme 
de  quatre  expressions  de  la  forme  Iv -\- v;  nous  pouvons  aller  plus  loin 
et  donner,  avant  de  développer  l'expression  trouvée,  une  interpréta- 
tion géométrique  de  ces  formules. 


268  G.     HUMBERT. 

Intci'prélation  gcomc trique  de  la  formule  de  l'aire 
d'un  parallèle. 

60.  Soit  n  un  parallèle  d'axe  D(/,  /;?,  n)  et  d'angle  o,  sur  leliip- 
soïde  (E);  considérons  la  développable  circonscrite  à  (E)  le  long  du 
parallèle.  Les  plans  tangents  de  cette  développable  sont  parallèles  aux 
plans  tangents  du  cône  de  révolution  dont  Taxe  est  la  droite  D,  et  le 

demi-angle  au  sommet  Fangle  -  —  o  ;  on  peut  donc  dire  que  la  dé- 
veloppable est  circonscrite  à  E  et  à  la  sphère  de  ravon  infini  inscrite  au 
cône;  cette  sphère  a  pour  centre  le  point  kl,  km,  kn  et  pour  rayon 
Ar,  k  étant  un  paramètre  très  grand  et  /-  étant  défini  par  la  relation 

/-  =  (  /-  -h  /n-  -+-  rr  )  cos'O. 

(Jr  on  sait  ({ue  la  développable  circonscrite  à  une  quadrique  (E^  et  à 
une  sphère  a  ses  quatre  coniques  doubles  sur  quatre  quadriques  homo- 
focales  à(E)  (Chasles);  nous  avons  montré,  dans  un  autre  travail  (*  ), 
que  (E)  étant  la  surface 

.r-  y-         z- 

—  +  7T  4-  -  —  I  =  o. 

a-  h-  c- 

cl  la  sphère  ayant  jjour  équation 

(.i-  —.Voy--h(y  -  Xo)-  -h(z  —  Zor—R-=o, 

on  obtiendra  les  quatre  quadriques  homofocales  par  Téqualion 

jc^                y-                Z' 
-I-  —^ H— —  1  =  0. 

où  0  est  une  des  cjuatre  racines  de  l'équation 

■^  n  '11  -^n  '  * 


rt-^0  //--1-0  c-H-O  0 


(')  /Julie tin  de  Ict  Société  mathématique  de  France,  t.  Mil.  p.  99. 
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Dans  le  cas  actuel,  en  remplaçant  x^,,  y^,  j^,  R  par  A/,  km,  h/t,  ki- 
et  faisant  A'' infini,  on  voit  que  Téquation  en  0  se  réduit  au  troisième 
degré  ;  ce  fait  pouvait  se  prévoir,  car  une  des  lignes  doubles  de  la  dé- 
veloppable  est  à  l'infini,  les  trois  autres  sont  sur  les  quadriques 


—  I  =  o, 


OÙ  0  est  une  des  trois  racines  de  l'équation 

Lue  et  une  seule  de  ces  racines  est  positive,  comme  on  le  voit  en  sub- 
stituant —  a-,  —  h"^,  —  c-  et  o;  les  deux  autres  sont  réelles  et  ué^^a- 
tivcs,  comprises  respectivement  entre  —  «'  et  —  h-,  —  h-  et  —  r-;  en 
d'autres  termes,  les  trois  coniques  doubles  sont  situées  respectivement 
sur  un  liyperboloïde  à  deux  nappes,  sur  un  byperboloïdc  à  une  nappe, 
et  sur  un  ellipsoïde  E,,  ce  dernier  étant  liomofocal  et  extérieur  à  rcllip- 
soïde  (E),  Les  plans  des  trois  courbes  passent  d'ailleurs  par  le  ((miIit 
de  E,  et  sont  respectivement  conjugués,  par  rapport  à  la  quadriqui- 
bomofocale  correspondante,  de  la  direction  /,  m,  ii  (Cliasles  ). 

61.   Inversement,  si  sur  un  ellipsoïde  E, 


X- 


+  t/tt;  +  TT— n  -  l  =  o,  0  >  ♦^ 


a^  +  0         b-  -f-  0         c-  -1-  0 

liomofocal  et  extérieur  à  E,  on  prend  une  conique  centrale  quelcompie. 
les  plans  tangents  à  cette  conique  et  à  E  touchent  E  suivant  un  paral- 
lèle, d'axe  /,  m,  n  et  d'angle  ç>;  /,  /??,  n  est  la  direction  conjuguée  du 
plan  de  la  conique  dans  Tellipsoïde  1^,,  et  cp  est  lié  aux  paramèlies  /. 
m,  n  par  la  relation  (21). 

(>2.  Or  on  a  cette  propriété  importante  (pic,  jyoïiv  tous  les  parnUrlcs 
ainsi  déterminés,  ['(dlipsoïdc  JL,  restant Jixc,  les  lacines  de  l'é-fiua- 
lion  (17)  en  v  ont  deux  à  deux  une  somme  constante,  et  in\-ei-se- 
ment. 
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Soil,  en  effet,  une  équation  de  la  forme 

(22)  /,,.^v-i-l,.:f,v^l,.^,i-+  l,.:f,v  =  o, 

où  les  /  sont  des  constantes  ;  cherchons  la  condition  pour  que  deux  des 
zéros,  c,  et  v.,,  aient  une  somme  donnée  h.  On  aura  alors,  r.,  et  c,,  étant 
les  deux  autres  zéros, 

ç^  -f-  To  =  h,      ,     t's  +  <'  1  =  —  /'  5 

à  des  multiples  près  des  périodes  4(0,  4^*^'- 

Si  Ton  considère  la  courbe  défmie  par  les  équations 

X  ^,    .r,    ^3 

^P  Jif  J2<'  ^3^' 

c'est  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  de  genre  un,  et  il  est 
connu  que  la  relation  v^  ~+-  ç.,  =  h  exprime  que  la  corde  dont  les  extré- 
mités ont  pour  arguments  (',  et  V.-,  décrit  une  quadrique  fixe  passant  par 
la  courbe.  En  d'autres  termes,  le  plan  lo-r  -h  l,.i\  +  i.x^  -f-  /^x",  =  o 
est  tangent  à  une  telle  quadrique  fixe,  et  réciproquement. 
Or  des  relations 

on  tire 

o*^  f  +  c,  a'-  (•  =  '^l  V  -+-  Co  a'-  c  —  i^l^-  -\-  c.^  a*-  v, 

et  l'équation  de  toute  quadrique  passant  par  la  courbe  sera 

(j.,(^;-l-  e,x-)4-  !i..(.fi;H-  e._,.v-)-\-  a.,(j;i;  -h  e^j-'-)  =  o, 
avec 

(23)  [j.,  +  a._,  4- [J.3  =  o. 

Le  plan  l^x  -h  . . .  =0  sera  tangent  à  cette  quadrique  si  Ton  a 

(24)  -^  +  ^  +  ^+         ^"      =0. 
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La  condition  pour  que  deux  racines  de  (  17  )  aient  une  somme  con- 
stante est  donc,  en  tenant  compte  de  (23),  et  en  introduisant  /,  m,  n. 
à  la  place  de  l^.  L,,  /.j. 


r- 


;j.i   ( a-  —  0- ) ( «•-  —  c- )  aj  ( fj-  —  a-)( b-  —  c- ) 


\H  (  f-"'  —  a-  ){c'^  —  h-  )         h-  c-  aj  -f-  a-  c-  a,  -r-  a-  b-  jxj 

a,,  [i.2,  [J.3  étant  trois  quantités  de  somme  nulle,  et  le  rapport  de  deu\ 
d'entre  elles  étant  d'ailleurs  fonction  de  la  valeur  de  la  somme  con- 
stante. 

Pour  démontrer  la  proposition  énoncée,  il  suffit  de  prouver  qu'on 
peut  toujours  trouver  une  quantité  0,  telle  que  cette  relation  soit  iden- 
tique à  l'équation  (21)  qui  lie  /,  /??,  /?,  o  dans  le  cas  où  l'ellipsoïde  K, 
est  fixe. 

On  montre  aisément  qu'il  en  est  ainsi,  la  (pianlité  0  étant  définie  par 
réquation 

iii  _i_  îir  _i_  ii? 
(25)  (j  =  crb'rj      "'    '    f''       '■" 


j  -î-  Z>-  aj  -r  C-  a, 

(iô.  Il  résulte  de  là  que,  si  les  racines  de  l'équation  (17)  en  v  ont 
deux  à  deux  une  somme  constante,  la  développable  circonscrite  à  E  le 
lon^  du  parallèle  correspondant  a  une  de  ses  lignes  doubles  sur  une 
(piadriquc  fixe,  homofocale  à  E;  pour  que  cette  quadricjuc  soit  un 
ellipsoïde  E,,  extérieur  à  E,  il  faut  encore  que  la  quantité  0  soit  posi- 
tive. 

Or  il  est  aisé  d'exprimer  0  en  fonction  de  la  somme  //,  de  deux  ra- 
cines ç^  et  t'o. 

D'après  ce  qui  précède,  l'équation 

/„.  ^v  -!-/,.:;',  r  -^  I., .  i:'.  r  h-  /, .  -^^  v  =  o 

a  deux  racines  de  somme  constante,  //,  si  les  /  sont  liés  par  la  relation 
Il        11         lî  lî 

(2^1)  il   -I-  il   -^  Il  H to ^  ^^ 
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a,,  u^,  1X3  étant  trois  quantités  de  somme  nulle,  dont  les  rapports  sont 
fonctions  de  h  :  pour  les  calculer  il  suffit  de  considérer  un  cas  parti- 
culier, et  de  supposer,  par  exemple,  cjue  réquation  en  r  a  pour  racines 
o  et  //. 

On  a  ainsi 

/,  +  /o4-  /,  =  o, 

/o .  o'A  4-  /, .  O-,  //  -H  I.,.:;'.,  h  -+-  /,.a', h  =  o, 

d'où  Ton  tire  L,  et  l^  en  fonction  de  l^  et  /,  ;  portant  ces  valeurs  dans 
(24)  et  écrivant  que  l'équation  obtenue  est  satisfaite,  quels  que  soient 
/^  et  /, ,  on  trouve 

et  la  valeur  (2.5)  de  6  devient 

Cl ( e,  —  ^3 ) c^i h  ■+■  62(63—61) a", h  -h  63(61  —  e, ) 3":, h 


(  e,  —  63  )  3'i  A  +  (  ^3  —  ei  )  ^2  /'  H-  (  Ci  —  c,  )  ^'3  // 


(Jn  démontre  aisément  que,  h  étant  réel,  la  quantité  entre  crochets 


dans  le  second  membre  est  égale  à 


et,  par  suite,  on  a 


h 
Pô 


Pour  (jiie  0  soit  positif,  il  faut  et  il  suffit  (juc  p  -  soit  supérieur  à  i; 
soil  //„  la  plus  petite  racine  positive  de  pu  —  i  =  o,  la  quantité  -  devra 

être  comprise  entre  o  et  «<,,  à  des  multiples  près  des  périodes,  et  // 
entre  oet  2Wo  :  on  peut  toujours,  en  effet,  supposer  h  ^  o,  ])uis(pie,  si 
deux  racines  de  féquation  en  v  ont  une  somme  A,  les  deux  autres  ont 
la  somme  —  h. 
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64.   Cela  posé,  reprenons  l'expression  (20)  de  &'  : 

'"=2:±i\/i(-^'--'')' 

la  somme  s'étendant  à  quatre  racines  distinctes,  aux  périodes  4^'.  \^' 
près,  de  Téquation  (17)  en  r, 

COS  'O 
(17)  —^z^ç=  l,^,,-\-l.,^^V^l,^,i-. 

Il  s'agit  maintenant  de  savoir  quel  signe  on  doit  faire  correspondre 
à  chacune  des  quatre  racines  de  cette  équation  dans  l'expression  de  7". 

Supposons  satisfaite  la  condition  qui  exprime  que  deux  de  ces  ra- 
cines ont  h  pour  somme,  et  désignons  ces  racines  par  p,,  /i  —  t,,  Ca» 

—  h  —  C'a,  h  étant  une  quantité  positive  comprise  entre  o  et  iu^. 

^       ^       ^ 
Si,  dans  les  fonctions  —  p,  ~i\  ^c,  Ton  remplace  v  par  2(0-1-  aw' —  t-, 

la  première  et  la  troisième  ne  changent  pas,  la  seconde  change  de 
signe  :  on  en  conclut  aisément,  en  se  rappelant  que  le  coefficient  /^ 
est  purement  imaginaire,  que,  si  l'équation  (17),  en  p,  admet  la  racine 
/j  +  qi^  elle  admet  la  racine  -hù  -\-  lià'  —  p  -\-  qi ^  et,  par  suite,  h  étant 
une  quantité  réelle,  les  quatre  racines  de  cette  équation  seront  de  la 
forme 

P  -+-  ^^     Il  -  p  -  qi\ 
2Ct)-t-2w'  — p  -\-  qi^      —  h  —  2  (0  —  2  co  -h  p  —  qi. 

On  vérifie  sans  difficulté  que  la  première  et  hi  troisième  racines,  suh- 
stituées  dans  les  valeurs  (16)  de  y)  et  ^  donnent  des  résultats  imagi- 
naires conjugués;  de  même  la  deuxième  et  la  quatrième;  par  suite, 
d'après  une  remarque  faite  à  la  fin  du  n°  57,  les  signes  qui,  dans  l'ex- 
pression de  a",  correspondent  à  chacune  de  ces  racines  seront  (s,  z! 
désignant  ±  i),  respectivement, 


Cherchons  d'ahord  les  signes  relatifs  de  i  et  s  ;  il  n'y  a   à  faire  cjue 
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deux  hypothèses  £  =  £'  et  £  =  —  £'.  Si  £  =  £',  il  vient 

a''=tlyl\_lv,-^'C{h-v,)-lv,-U-h-~v,)^'ihl 

c  est-à-dire, 

^"=£7:t/|((:A  +  /i)-f-R, 

R  étant  algébrique  en  pv^  et  ppo-' 

Si  £  =  —  £',  on  a 


ou 


!7"=   ^'^  i/    I  [^(t^',    --   «-'o  —    /O  +   <^1   —    ^2  —    /i]  H-   R'- 

Or,  pour  avoir  Faire  de  l'ellipsoïde,  il  faut,  /,  m,  ii  étant  donnés, 

faire  varier©  de  o  à  -;  aux  variables  ->  —  5  oonj^j-'*  ?5  ^^^^  P^^^  substi- 

tuer  les  variables  c,,  Po,  h,  puisque  l'équation  (17)  écrite  deux  fois 

en  y  remplaçant  v  par  t%   et  Po?  et  l'équation  (21)  déterminent  -■>  —, 

C0S9  en  fonction  de  v\,  Co?  ^  et  que  (26)  définit  6  en  fonction  de  //.  Or,  o 

variant  de  o  à  -,  l'équation  (21)  montre  que  0  varie  de  00  à  o,  et,  par 

suite,  d'après  (26),  h  varie  de  2 i/o  à  o;  il  résulte  de  là  que  Taire  de 
l'ellipsoïde  sera,  dans  l'hypothèse  de  £  =  £',  exprimée,  à  une  fonction 
algébrique  près,  par  la  fonction  transcendante 


-'"^  V  l^^^""^  "«)' 


qui  est  indépendante  des  valeurs  de  /,  m,  11^  et  dans  l'hypothèse  de 
£  =  —  £',  par  une  fonction  transcendante  qui  dépend  de  r,  —  p.,, 
c'est-à-dire,  comme  on  le  reconnaît  aisément,  qui  dépend  eflectivemenl 

des  valeurs  de  - ,  —  >  résultat  absurde,  puisque  l'on  doit  aboutira  la 
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même  expression  pour  Taire  de  Tellipsoïde,  quel  que  soit  Taxe  des  pa- 
rallèles considérés  (* ). 

Observons  de  plus  que  dans  l'expression  trouvée,  pour  le  cas  de 
£  =  £'  =  I,  on  reconnaît  celle  qui  a  été  obtenue  par  une  autre  voie  pour 
l'aire  de  la  surface  (n°  50). 

On  a  donc  nécessairement  z  =  t'  =  i ,  et 

ce  quon  peut  écrire,  à  une  fonction  algébrique  près, 

pp,  cest-à-dire  2/1,  étant  défini  par  la  relation  (26) 

,      .  3  a-  b-  c^ 

(27)  -6^"=^'"''"'' 

et  6  étant  la  racine  positive  de  l'équation 

,      .  l-  m-  n^      cos"^cp(/^-4- /??--f- «-) 

65.  On  a  donc  cette  proposition  : 

L'aire  d'un  parallèle  d'axe  {l^  m,  n)  et  d'angle'^,  est  égale,  à 
une  fonction  algébrique  près,  à  V expression 


-v/îo 


w  -+-  vv), 


ou  w  est  la  plus  petite  quantité  positive  définie  par  les  relations  (  27  ) 

et  (21). 


(*)  C'est  ici  qu'intervient  expressément  la  condition  que  la  quadrique  consi- 
dérée doit  être  un  ellipsoïde;  pour  un  hyperboloïde,  le  groupement  des  signe* 
serait  différent. 
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GéoTïiétriqiiement,  d'après  ce  qui  précède,  on  peut  dire,  puisque  w 
dépend  seulement  de  la  racine  positive  6  de  (27),  que  : 

Si  sur  un  ellipsoïde,  E,,  homofocal  et  extérieur  à  un  ellipsoïde  E, 
on  prend  une  conique  centrale  quelconque,  et  si  l'on  circonscrit  à 
cette  conique  et  à  ^une  développable,  l'aire  comprise  sur  E  entre 
les  deux  boucles  de  la  courbe  de  contact  demeure  constante,  à  une 
fonction  algébrique  près,  quand  la  conique  centrale  varie  sur'E^. 

Généralisation  du  tliéorcixie  de  Graves  et  Chasles. 

66.  Pour  compléter  ces  résultats,  il  nous  reste  à  donner  l'expression 
de  cette  fonction  algébrique  et  son  interprétation  géométrique. 

Introduisons  à  cet  effet  Taire  des  deux  nappes  de  la  développable 
précédente,  limitées  à  la  conique  centrale  sur  E,,  et  à  la  courbe  de 
contact  sur  E;  nous  allons  faire  voir  que  la  fonction  algébrique  cher- 
chée est  précisément  égale  à  cette  aire. 

Nous  démontrerons  auparavant  une  proposition  auxiliaire  intéres- 
sante par  elle-même. 

Soient  C,  la  conique  choisie  sur  E,  ;  /,  m,  n  la  direction  conjuguée 
de  son  plan  dans  E,  ;  la  courbe  de  contact  sur  E  est  un  parallèle  d'axe 
/,  m,  /^,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (n°  60);  soit  o  son  angle. 

Considérons  une  génératrice  de  la  développable  circonscrite  à  C,  et 
à  E,  et  suivons  cette  génératrice  à  partir  de  C,,  en  nous  dirigeant  vers 
son  point  de  contact  avec  E;  ce  point  dépassé,  on  rencontre  une  co- 
ni([ue  double  G^  de  la  développable  que  nous  appellerons  la  ^fwj??è/??e 
conique  double,  C,  étant  la  première.  Si  nous  limitons  la  dévelop- 
pable aux  coniques  C,  et  C^,  on  a  cette  proposition  que  : 

f^'aire  de  la  développable  circonscrite  à  E,  limitée  aux  coniques 
C,  et  C2,  est  constante,  quelle  que  soit  sur  l'ellipsoïde  E,,  la  conique 
centrale  C,. 

En  effet,  l'aire  à  évaluer  est  divisée  en  deux  nappes  par  C,  ;  proje- 
tons l'aire  d'une  des  deux  nappes  sur  un  plan  normal  à  la  direction  /, 
m,  n,  avec  laquelle  les  plans  tangents  à  la  développable  font  un  même 
angle  o;  si  ^  est  Taire  des  d(Mi\  nappes,  12,  Taire  de  la  conique  C,, 
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on  aura 

^coso  =  '-îproj.  n,. 

Or    on   trouve    aisément,   en    désignant   par     ,        +  . . .  —  i  =  o 
l'équation  de  E,, 


et,  d'après  (21), 

v/6  /     /^  m-  n^ 

COS  O  =  1  /  -^ 7:  +  T5 H  ^ ^~~ft  ' 

^/îr^Tm^-^n^V  a'-^O         6^  +  e         c- +  6 

don 


=-v/- 


e)(6^-^6)(c^-^6) 


0 

ce  qui  est  bien  indépendant  de  /,  m,  //. 

67.  Cela  posé,  considérons  l'aire  S|,  comprise,  sur  une  des  nappes 
de  la  développable,  entre  la  courbe  de  contact  avec  E  et  la  conique  C,  ; 
cette  portion  de  surface  comprend  à  son  intérieur,  sur  E,  une  calotte 
dont  la  base  est  une  des  boucles  du  parallèle  (/,  w,  n,  9);  projetons 
les  deux  aires  ^S,  et  les  deux  calottes  qu'elles  comprennent,  sur  un 
plan  normal  à  l'axe  du  parallèle  ;  il  vient  évidemment 

S  coscp  =  proj.  de  l'aire  des  deux  calottes. 

Or,  si  nous  découpons  les  deux  calottes  à  projeter  en  zones  iniini- 
ment  petites  par  des  parallèles  de  même  axe  /,  m,  n,  et  d'angle  variable, 
on  aura,  en  revenant  aux  notations  du  n**  57,  pour  l'élément  de  la  pro- 
iection 


^A^^^+By^  +  C'j'  Klx-hBmy-\-Cnz 

d^'  :=  dx  dy  ^-^  ^_____  ^/,^,^,^i3î^,^c^  ' 

c'est-à-dire, 

dn'  =     ^   -^  — =£=r , 
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OU,  en  remplaçant,  comme  au  n°  58  les  variables  x  ei  y  par  les  va- 
riables u  et  p, 


d'y'  =  du  dv 


4«(aj7  +  ?r^Y-)'Q  1 


on  a  donc,  d'après  l'expression  (3)  de  coso. 


S  =  U  I  l  l\udu f/f  y] 


les  variables  et  la  somme  V  étant  les  mêmes  que  dans  l'équation  (5). 

En  posant  encore 

U  =  (a  +  ?r,+7:)«, 
on  trouve 

V  ^  îi  i^    r^  U^tJ(a  +  ^T, +  yO 
2d—   2   d^- X^         BC(C-B)t,^      ' 


s  ^  z/ 


—  est  identique  à  l'expression  (i  i)  de  cr,  où  Ton  aurait  divisé  par  u  la 

quantité  sous  le  signe  /  • 

On  en  conclut,  toujours  comme  au  n°  58, 

BC(c-B)s  =  «2±7[X"('-+?-'^+-'=:>^'L";l(à)  +  ^('^y 

Si  Ion  pose  encore  U-  —  A-  =  A  A,  il  vient,  en  suivant  toujours  pas 
à  pas  les  calculs  faits  plus  haut, 


^  =  U^: 


T.         /^[X(B+C)  +  2BC] 


,    .  .y/GTXy/A       ^B 


a  -I-  ^  i  ^^11=^^^  -h  7   , 

V/B(C-B)  v/G(C 


Ml 

-B)J 


~^2d—  2    rx  V  dr- 

L'intégrale  qui  figure  au  second  membre  s'obtient  de  suite;  il  vient 


P'- 


2    2  A  v^BC  v/(B+X)(G+X)        2  \/XC  v^C^-B  v/B+I       2  v^ÂB  y/C^n^  v^CTX 
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68.  Soit  maintenant  a  l'aire  des  deux  calottes  ellipsoïdales  com- 
prises à  l'intérieur  des  deux  portions  de  dévcloppable  considérées;  elle 
est  donnée  par  la  formule  (i 5),  les  limites  étant  convenablement  choi- 
sies,  et  d'ailleurs  les  mêmes  que  pour  S.   On  voit  alors  que  dans 

l'expression  S  —  a,  les  termes  en  (^p-)  disparaissent,  et  il  reste,  en 

U  \/X  s/ A  +  >. 

remplaçant  u  par  ^_^^.^^^,.>  ou  par  ^_^^.^^^.^r^ 

_     Y  _^  t: v/Ây\:rx(C-Bn      _ 

~  ^  ~       ^  ""  2  ,i  \j'k  V'C  -h  À  y/ A  V  'B  -t-  À 

'^  V/B(C-B)  v/G(G-B) 


aX  V  G  —  B  ?i 


X   [ =_  -        , 

L2  A  v/BG  v/(B+  Â)(C  +/)        2  v/AGv/B  -^  À 


■~  2-  -  2  y'ÂBG  [v'(B-->.)(C4-):)       ^'  7  v^(A-X)(B  +  X)(G  +  X) 
Introduisons  les  fonctions  elliptiques  par  les  formules  (i6),  il  vient 

Les  sommes  s'étendent  toujours  aux  quatre  zéros  distincts  à  des 
multiples  près  de  4a),  4w',  de  l'équation  (17)  en  r. 
L'intégrale  qui  fissure  au  second  membre  est 

2±^v/ï[-ï(''+")-^-h 

et  l'on  a 

Les  termes  en  J^w  se  détruisent  deux  à  deux,  à  cause  du  choix  des 
signes  (64);  faisant  passer  le  terme  ^  ^  1  ^^  sous  la  première  somme, 
il  vient  par  un  calcul  facile,  en  remplaçant  a,  fl,  y,  u  pai-  leurs  va- 
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leurs  (3)  en  fonction  de  /,  m^  /^,  coso,  et  tenant  compte  de  (i6  bis) 
et  (17), 

■i  _      _  !:  4  /f.  V  -h  A  ^2  <'  ^3 1'  +  4  ^3 <'  ^1  <'  +  ^3  3*1 1'  :^2  ('  _  ;^  .  /p  y  _|_  /'/       ,       \ 

Soient  c,,  h  —v^\  p^,  —  h  —  (o  les  quatre  racines  de  l'équation  (17) 
en  V  ;  posons 

il  vient,  d'après  ce  qui  a  été  dit  sur  le  choix  des  signes, 

Pour  avoir  la  valeur  de  S  —  o",  c'est-à-dire  l'excès  des  deux  portions 
de  nappe  considérées  de  la  développable  sur  l'aire  ellipsoïdale  qu'elles 
comprennent,  il  faut  faire  varier  o  de  o  à  o,  et  par  suite,  d'après  (21) 
et  (26),  G  à  partir  de  ce,  et  h  à  partir  de  o. 

69.  Or  de  l'équation  (17), 


coso 


abc 


^^v  =  /,  c>',  ('  +  L ^2  V  4-  h  ^3  <-', 


où  l'on  fait  successivement  v  =  t,,  v.,,  h  —  p,,  on  tire  les  valeurs  pro- 
portionnelles de  coso,  /, ,  /o,  4,  et  en  les  portant  dans  la  relation  précé- 
dente, on  voit  sans  difficulté  que  le  second  membre  est  indépendant 
de  p,  et  Ç.2,  parce  qu'il  ne  peut  devenir  infini  pour  aucune  valeur  de 
p,  et  Pa-  Ce  second  mcmbre'est  donc  seulement  une  fonction  de  h,  ou 
de  0  (26),  et  par  suite  S  —  a-  est  constant  quand  la  conique  C,  décrit 
l'ellipsoïde  E, . 

J^^n  introduisant,  au  lieu  de  S,  l'aire  S,  des  deux  nappes  de  la  déve- 
loppable comprises  entre  C,  et  la  courbe  de  contact  sur  E,  et,  au  lieu 
de  l'aire  des  deux  calottes  ellipsoïdales,  l'aire  du  parallèle,  on  a,  puisque 
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S  -h  S,  est  constant,  ainsi  qu'on  Ta  démontré  au  n°  (>G,  le  ihéorème 
suivant,  tout  à  fait  analogue  à  celui  de  Graves  et  Chasles  sur  les  arcs 
de  conique  : 

Suj^  un  ellipsoïde  E, ,  extérieur  et  homofocal  à  un  ellipsoïde  E,  on 
prend  une  conique  quelconque,  dont  le  plan  passe  par  If  centre,  et 
l'on  circonscrit  à  cette  conique  et  à  E  une  développahle  :  r excès  de 
l'aire  de  cette  développahle,  limitée  à  la.  conique  et  à  l'ellipsoïde  E, 
sur  l'aire  ellipsoïdale  comprise  sur  E  à  son  intérieur,  est  con- 
stant. 

70.  Le  théorème  de  Lebesgue(n*' 55)  est  un  cas  parliculiei-  de  celle 
proposition;  on  l'obtient  en  supposant  que  la  conique  choisie  est  située 
dans  un  des  plans  principaux  de  E, .  Quant  à  la  valeur  de  la  constanti-, 
elle  peut  se  déterminer  en  partant  de  ce  qui  précède,  ou,  plus  simple- 
ment, en  s'appuyant  sur  les  formules  données  pour  les  zones  de  Lc- 
besgue. 

Si  l'on  suppose  que  la  conique  C<  soit  dans  le  plan  z  =  o,  l'aire  du 
parallèle  correspondant  sera,  en  gardant  les  notations  du  n"  55  et  dési- 
gnant par  Zq  l'aire  de  l'ellipsoïde,  2(I]o  —  ^)i  l'aire  S,  sera  donnée  par 
la  formule 

(28)  S,  coso  =  2aircC,  —  2(0, 

Q  et  ol)  ayant  les  mêmes  significations  qu'au  n°  55. 
On  a  trouvé 


u  élanl  défini  par 

(3o)  -^  =  j^Apu-i). 


D'ailleurs  on  a 


et,  par  l'équation  (21), 

Journ.  de  Math.  (4'=  série),  tome  VI.—  Fasc.  III,  1890. 


36 
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Il  vient  alors,  pour  la  valeur  de  la  constante  cherchée,  qui  est  égale 

àS,-2(I„-lî), 

Jq  COSO  L      V     ^  COS'f  J 

c'est-à-dire 


Ainsi,  Ton  peut  dire  que  l'excès  de  Uaire  de  la  déieloppable  sur 
celle  du  paj^allèlc  a  pour  valeur 


"Vliv/- 


—  ^iv  —  a- 


6p 


w  étant  la  plus  petite  valeur^  positive  définie  en  fonction  de  0  par  la 
relation,  déduite  de  (3o)  et  (3i), 


Expression  complète  de  l'aire  du  parallèle. 

7J  .  En  partant  de  la  formule  (18)  et  en  calculant  —r-r  par  la  rela- 
tion 0  3),  on  arrive,  pour  l'aire  du  parallèle  d'axe  /,  /;/,  n  et  d'angle  o, 
à  lexpression  suivante. 

Soient  0  la  racine  positive  de  Féquation 

et  w  le  plus  petit  argument  positif  défini  par  la  relation 

ia'b'c'- 
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Posons,    /,,   /o,  /;,    ('laiit    toujours  définis  en  fonction  de   /,   m^  n 
par  (i6  bis), 

L'équation 

i  'î))  ^  ^^-  =  ^.  ^.  ^'  +  /2^o(-  H-  A,  a*,  i- 

a,  dans  un  parallélogramme  ^(n,  4cl)',  quatre  zéros,  dont  deux  ont 
pour  somme  2W,  et  les  deux  autres  —  2W,  à  des  multiples  près  de 
4w,  4w';  soient  c,,  2.w  —  c,,  f\,,  —  a^v  —  c\  ces  zéros.  On  aura,  pour 
l'aire  comprise  entre  deux  parallèles, 

le  second  membre  étant  pris  entre  les  limites  qui  correspondenl  aux 
deux  parallèles. 

On  voit  bien  que  la  partie  transcendante  est  ar.i/ ^CÇkv  -+-  w). 

Pour  se  rendre  compte  de  la  nature  de  la  j)artie  alg^ébrique,  on  pi'ul 
substituer  à  l'équation  (17)  une  équation  du  quatrième  ordre  en  j)i-,  eu 


remplaçant  -^  par  y'pr  —  <:'„;  et,  si  Ton  désigne  ses  racines  ])ar  [\.  l\ 
P3,  Pj,  la  partie  algébrique  de  a-  est  de  la  forme 

0(P.)+?(P.)-?(P:.)-?(P-.). 

cp  étant  une  fonction  rationnelle. 

Pour  avoir  Faire  d'un  parallèle,  il  faut  prendre  le  second  membre  à 
partir  des  valeurs  cjui  correspondent  à  coscp  =  o,  c'est-à-dire,  coimiic 
on  Fa  dit  déjà,  à  u'  =  o.  En  ce  cas,  s  et  <?  étant  des  fonctions  impaires, 
le  second  membre  s'annule  pour  la  limite  inférieure,  et  il  suffit  de  sub- 
stituer les  valeurs  qui  correspondenl  au  parallèle  considéré. 
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Autres  aires  ellipsoïdales  rcductihles  aux  fonctions  algébriques, 
elliptiques  ou  logarithmiques. 

7*1.  Soit  toujours  E  un  ellipsoïde;  menons  les  plans  tangents  com- 
muns à  E  et  à  une  sphère  extérieure  à  cette  surface.  La  courbe  de 
contact  sur  E  se  compose  de  deux  boucles  fermées,  et  c'est  Faire 
comprise  entre  ces  deux  boucles  que  nous  allons  maintenant  évaluer. 

Désignons  par  /,  m,  n  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère,  par 
R  son  rayon  :  la  courbe  de  contact  a  pour  équations 

(32) 

(33) 

Supposons  que  la  sphère  se  déplace  de  telle  façon  que  son  centre 
reste  sur  une  droite  issue  du  centre  de  E,  et  que  son  rayon  varie  pro- 
portionnellement à  la  distance  des  deux  centres;  on  aura  ainsi,  u  étant 
un  paramètre,  a,  fl,  y,  /-,  des  quantités  fixes, 


j.        jc-          y-         z' 
/=   —  +TT+-  —  '=0, 
■^           a-          b-          c-                     ' 

)■-         c-          I    /  Ix         m  y         II  z 
b*         c*         ri-  \  a-           b-           c- 

/           a 

m          3 

n   Y 

\\  =  -, 

. -     ^  -       . 

_  - 

a-         Il 

b'-         a 

c-         u 

II 

et  la  deuxième  équation  devient 

(34)      ?  =  5  +  F  "^  ^  -  r^ (''•'' -^  ?•>' "^ ^^'- ~ "y  =  "■ 


L'aire  comprise  entre  les  courbes  de  contact  correspondant  à  deux 
de  ces  sphères,  de  paramètres  u,  et  u,  a  pour  expression,  d'après  les 
raisonnements  faits  au  n°  57,  P  =  o,  Q  =  o  désignant  les  équations 
de  deux  plans  convenablement  choisis, 

-s  =  /,  f" du  f'd.y^'i^j^^^y^-i'-")'-, 

A  étant  lejacobien  des  premiers  membres  des  équations  (32),  (34), 
et  P  -h  pQ  :=  o,  et  la  somme  s'étendant  aux  points  communs  aux  trois 
surfaces  représentées  par  ces  équations. 
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En  appliquant  la  formule  (8)  du  n°  20,  cette  somme  devient  égale 
à  cette  autre, 

y   cl  Q(i,r.,^,e)(a  +  ^T.  +  Y^-«Q)-^ 

2^dH       (P^pO)(/,o'.-/rf;i)      ' 

étendue  aux  points  communs  k  f=  o,  o  =  n,  h  =  o,  et  où  Ion  fail 
linalement  0  nul.  Soient  v],  "C,  les  coordonnées  d'un  de  ces  points.  On 
a,  par  (32)  et  (33), 


o; 


+  ?  a  =  r=  ^^  +  ^'i  +  '!^K^  5s  +  ■■'  rfs  -  ") 


I            r,- 

Tr'  +  iT' 

+ 

è  =  "' 

;?  +  ï-' 

- 

^-^(^-P'i  +  Tî;' 

r,     dr,            ~    f/^ 

=  « 

'î 

Il  en  résulte  que  Tj  et  i^  sont  indépendants  de  w;  que  7^  et  ^^  sont  dt- 

la  forme  -A- -h  iibw,   -A.  et   dL  étant  indépendants  de  u,  et,  par  suite, 
-S  sera  de  la  forme 


=ffdu<h-^[^ 


les  quantités  OTL,  X,  .  .  .  étant  indépendantes  de  u  et  de  c;  ce  qu'on 
peut  écrire,  en  effectuant  la  somme, 

i^  et  :^^  sont  ici  rationnels  en  p,  Tintégrale  double  est  par  suite  une 
fonction  entière  et  du  second  ordre  en  u,  et  une  fonction  rationnelle 
et  logarithmique  de  r.  Si  Ion  fait  varier  r  entre  —  ac  et  -hoc,  on  ob- 
tient Faire  annulaire  cherchée,  qui  est  dès  lors  une  fonction  entière  et 
du  second  ordre  de  a.  Or,  pour  u  =  o,  la  courbe  de  contact  se  réduit 
à  un  parallèle  d'axe/,  m,  /^,  et  dont  Tani^le  z>  est  défini  par  la  relation 

R  =  \/^  -+■  m^  -h  n-  coso, 
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ainsi  que  le  montre  Téquation  (34).  On  sait  évaluer  Taire  d"un  paral- 
lèle; la  formule  précédente  permet  d'évaluer  Taire  comprise  entre  le 
parallèle  et  la  courbe  de  contact  qui  correspond  à  Tune  des  sphères 
considérées;  il  en  résulte  qu'on  saura,  par  différence,  évaluer  Taire 
comprise  entre  les  deux  boucles  de  cette  dernière  courbe.  D'après  ce 
qui  précède,  cette  aire  ne  différera  de  celle  du  parallèle  corres- 
pondant que  par  une  fonction  cdgébrique. 

75.   On  peut  résumer  ces  résultats  de  la  manière  suivante  : 

Soient  deux  sphères,  Co  et  C,  inscrites  à  un  même  cône  de  révo- 
lution, concentrique  à  un  ellipsoïde  E;  menons  les  plans  tangents 
à  E  et  à  chacune  des  deux  sphères,  appelons  F^  et  T  les  courbes  de 
contact  sur  V ellipsoïde,  et  faisons  iKtrier  la  sphère  C,  en  la  laissant 
toujours  inscrite  dans  le  cône. 

L'aire  cojnprise  sur  l'ellipsoïde  entre  les  boucles  des  deux 
courbes  Y^  et  F  est  une  fonction  entière  et  du  second  ordre  de  l'in- 
verse du  rayon  R  de  la  spJière  variable. 

La  somme  algébrique  des  quatre  aires  comprises  entre  les 
courbes  F„,  F  et  deux  plans  quelconques  est  aussi  une  fonction  du 

second  ordre  de -^^  c'est  de  plus  une  fonction  rationnelle  et  loga- 
rithmique des  coefficients  des  deux  plans. 

74.  Quant  à  Vaire  -S  comprise  entre  les  deux  boucles  de  la  courbe 
F,  elle  est  égale,  à  une  fonction  algébrique  près,  à  la  partie  transcen- 
dante de  Taire  du  parallèle  correspondant  (n*'  72).  Soient  /,  m,  n  les 
coordonnées  du  centre,  R  le  rayon  delà  sphère;  Taire  .s  aura  pour 
expression 


rS  =  27: 


A  étant  algél>ri(pie,  et  w  étant  le  plus  petit  argument  positif  défini  par 
la  relation 
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où  0  désigne  la  racine  positive  de  Téquation 

/-  m-  n-  \\- 


(2.) 


/y-  — 0    '    c-—ii         0 


Nous  avons  donc  sur  Tellipsoïde  une  nouvelle  série  d'aires  réduc- 
tibles aux  intégrales  elliptiques;  celles  qui  ont  été  considérées  jusqu'ici 
en  sont  des  cas  particuliers,  et,  d'une  maniera  générale,  nous  pouvons 
dire  que  : 

L'aire  ellipsoïdale  limitée  par  une  courbe  à  deux  boucles,  le  loii<^ 
de  laquelle  les  plans  menés  tanoentiellemenl  à  V ellipsoïde  touchent 
une  sphère  extérieure  à  la  surface,  est  exprimable  par  les  fonc- 
tions elliptiques  et  algébriques. 

Elle  est  équivalente,  à  une  fonction  algébrique  près,  à  celle  (T  une 
zone  ellipsoïdale  à  bases  parallèles,  les  paramètres  de  la  zone  étant 
définis  algébriquement  en  fonction  de  ceux  de  la  sphère  (n*"  54). 

7o.  On  peut  donner  à  cette  proposition  une  autre  forme.  Nous 
avons  montré,  dans  un  travail  déjà  rappelé,  que  la  développable  circon- 
scrite à  rellipsoïde  et  à  la  sphère  C  a  ses  quatre  coniques  doubles  sur 
quatre  quadriques  homofocales  à  E, 

.r-  V-  z- 

I  =  O, 


les  quatre  valeurs  de  k  étant  les  racines  de  Téquation 


/2  m^  II"-  _  K' 


a-  -i-  k        b-  -i-  k        c-  -i-  A"  A' 

de  plus,  le  plan  de  chaque  conique  est  le  plan  polaire  du  centre  de  la 
sphère  par  rapport  à  la  quadrique  correspondante  (*).  Il  «mi  r»''siill.' 
aisément  les  conséquences  suivantes  : 

Soit  E,  un  ellipsoïde  extérieur  et  homofocal à  V ellipsoïde  K. 

(E,)  — — 7  +  TT — 7  +  -^; — 7—1  =  0; 

'  ^  a-  —  A"  b-  -T-  A  c-  —  A 


C)   Bailetin  de  la  Société  mathémalique  de  France,  t.  Mil.  p.  99  et  «-iiiv. 
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roiisidérons  sur  E,  la  conique  située  dans  le  plan 

\x  4-  u,y  -f-  v^  +  tû  =  o, 

ri  circonscrivons  à  cette  conique  et  à  E  une  cléveloppable ;  Vaire 
comprise  sur  E  entre  les  deux  boucles  de  la  courbe  de  contact  a  une 
expression  de  la  forme 


2  7:  i/ 1  ÇCw  -\-  w)  4-  a', 


^  étant  algébrique  en  X,  a,  v,  nr,  A",  et  w  désignant  le  plus  petit  ar- 
gument positif  défini  par  la  relation 

3a'-b-c'- 

où  0,  est  la  racine  positive  de  V  équation 

a-  A-  — — 77  4-  b-  a-  -1-. — -  +  c-  v 


76.  Dans  le  cas  où  la  sphère  C  a  son  centre  sur  un  des  axes  de  Tel- 
lipsoide,  Ox  par  exemple,  Taire  ellipsoïdale  comprise  entre  les  deux 
boucles  de  la  courbe  de  contact  de  la  développable  circonscrite  à  l'ellip- 
soïde  et  à  la  sphère  a  l'expression  suivante,  qu'on  trouve  en  appli- 
quant la  méthode  du  n*^  57, 

-s  =  2T:y/-3(,a'  +  .P)  -  27:  y/ '3  (jmv  -  i)  ^^i^^^. 

/p    a-  (  -i.wjw  \^  r  .,  .,  , 


/  désignant  Tabscisse  du  centre,  et  w  étant  défini,  en  fonction  de  /  et 
(hi  rayon  R,  })ar  la  relation 

On  doit  supposer,  pour  appliquer  cette  formule,  (pie  la  spbère  est 
extérieure  à  rollipsokh'. 
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77.  Soit  toujours  r  la  courbe  de  contact  avec  l'ellipsoïde  E  de  la  dé- 
veloppable'circonscrile  à  E  et  à  la  sphère  C;  si  Ton  coupe  cette  courije 
par  deux  plans,  on  obtient  sur  rellipsoïde,  entre  la  courbe  et  les  deux 
plans,  deux  aires  curvilignes  dont  la  somme  algébrique  n'est  généralr- 
ment  pas  exprimable  par  les  fonctions  elliptiques  ou  algébriques  ;  elle 
le  devient  si  les  deux  plans  sont  parallèles. 

Considérons,  en  effet,  deux  sphères  concentriques,  de  centre  /,  m,  n 
et  de  rayons  infiniment  voisins;  soient  u  et  u  +  du  les  inverses  de  ces 
rayons;  si  nous  menons  les  plans  tangents  à  E  et  à  chaque  sphère,  et  si 
nous  coupons  les  courbes  de  contact  sur  E  par  deux  plans  parallèles, 
P-^  <^'  =  o;  P  -h  f  -f-  dv  =  o,  nous  obtenons  quatre  aires  elHpsoïdales 
nifiniment  petites,  dont  la  somme  algébrique  a  pour  valeur 

,      ,    /Ix        mv        nz 

du  dv     —;■  -h  -pf  H 

\  a^  0-  c' 


A  étant  le  jacobien  des  fonctions 

/  =  —  -H  7T  +  -  —  I, 

'  /Tf-i  lli  t^i  ' 


^'     ,      y         z-  c,  (  Ijc         m  y         nz 

a*  b*         c*  \  a-  b-  c- 


et 


et  la  somme  s'étendant  aux  points  communs  à /=  o,  s  =  o,  P  h-  i-  =  o. 
On  en  conclut  (n''  20)  que  Ton  a,  pour  Taire  finie  qui  correspond 
aux  sphères  u^  et  u,  et  aux  plans  p,  et  c,  l'expression 

S  =  4   /     irdu   /     dçyi)f'^~^T^-~'!^^    , 

la  somme  s'étendant  aux  points  communs  aux  surfaces /=  o,  o  =  o, 
6  =  o.  Il  en  résulte  sans  difficulté  que  l'intégrale  double  est  une  fonc- 
tion entière  et  du  second  ordre  en  r,  et  une  fonction  rationnelle  et 
logarithmique  en  u  (n*'  55).  Si  l'on  part  de  la  sphère  de  centre  /,  m,  n 
et  de  rayon  nul,  pour  laquelle  la  courbe  de  contact  sur  E  se  réduit  à  la 
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conique  polaire  du  centre  comptée  deux  fois,  on  voit  aisément  qu'on 
peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

La  sojnine  algébrique  des  deux  aires  ellipsoïdales  limitées  par 
deux  plans  parallèles  et  par  une  courbe  à  deux  boucles,  le  long  de 
laquelle  les  plans  menés  tangentiellement  à  Vellipsoïde  touchent 
une  sphère,  est  une  fonction  algébrique  et  logarithmique  des  para- 
mètres de  la  sphère;  de  plus,  c'est  une  fonction  entière  et  du  second 
ordre  du  paramètre  varicdde  qui  entre  dans  l'équation  des  plans. 

Cette  aire,  en  supposant  la  sphère  fixe,  est  de  la  forme 

ri  et  1)1,  étant  indépendants  de  v  et  c,.  On  peut  écrire 

S  =(p  —  P,)[^l,(('-  +  t',)+  1)1)] 
et,  par  suite, 

La  somme  algébrique  des  deux  aii'es  ellipsoïdales  précédentes  est 
nulle  si  les  deux  plans  parallèles  varient  en  consentant  leur  direc- 
tion et  en.  restant  équidistants  d'un  plan  fixe,  de  même  direction. 

Cette  proposition  et  la  précédente  s'appliquent  à  une  quadricjue 
quelconque;  elles  permettent  de  déterminer,  sur  une  telle  surface,  une 
infini  lé  d'aires,  limitées  par  des  courbes  algébriques  et  exprimables 
par  des  fonctions  rationnelles  et  logarithmiques. 

Nous  n'insisterons  pas  plus  longtemps  sur  les  applications  aux  aires 
ellij)soïdales,  et  nous  donnerons  quelques  propositions  relatives  aux 
aires  sur  une  surface  algébrique  quelconque. 

IV.  —    Aires  sur  une   surface  quelconque. 

78.  Soit  /(X,  Y,  Z)—  o  Téqualion  d'une  surface  algébrique  d'ordre 
m,  en  coordonnées  rectangulaires;  rélémenl  d'aire  a  pour  expression 

d^  =  d\dY^3IIS^JÏ. 
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On  peut  évaluer  aisément,  comme  dans  le  cas  des  quadriques,  la 
somme  algébrique  des  aires  comprises  sur  la  surface  /=  o,  entre  deu\ 
plans  parallèles  et  deux  courbes  le  long-  des(|uelles  les  plans  tangents 
à  la  surface  touchent  respectivement  deux  sphères  concentriques. 

Soient,  en  effet,  /,  m,  n  les  coordonnées  du  centre  de  deux  sphères 
voisines,  ii  et  u -h  du  les  inverses  de  leurs  rayons;  P  h- c  =  o  et 
V  -\-  V  -{-  (h=  o  deux  plans  parallèles  voisins  :  la  somme  des  aires 
inliniment  petites  à  évaluer  est  (n"  50) 


2 


//  du  (U-  (  (/"x  +  m/'v  +  nf'i  +  f't  Y  \^l  f'^  ■+-  fs'  4-/// 


A  étant  le  jacobien  des  fonctions/,  P  H-  i',  et  ç-,  étant  posé 

?  =/v  -^,n  +f'I  -  K'iJA  +  /^'/v  +  /'//.+-/))', 

et  la  somme  s'étendant  aux  points  communs  à/—  o,  0  =  0,  P-i-  i-  =-^  o. 
On  peut  l'écrire  aussi 

et,  d'après  la  formule  du  n*' 20,  déjà  si  souvent  appliquée,  Taire  finie 
qui  correspond  aux  sphères  it,  et  u,  et  aux  plans  c,  et  r,  sera 

la  somme  s'étendant  aux  points  communs  à/=  o,  o  =  o,  0  =  0:  <>ii 
a  remplacé  Xpar  i ,  Y  par  y],  Z  par  Z  et  i  par  G.  Il  résulte  de  là,  comme 
dans  le  cas  de  rdlipsoïde,  que  l'intégrale  double  est  une  fonction 
entière  et  du  second  ordre  de  c,  et  une  fonction  rationnelle  et  loga- 
rithmique de  u.  Donc  : 

Soient,  su?-  une  surface  al^iébrique  deux  courbes,  le  lon<i  de  cha- 
cune desquelles  les  plans  tangents  louchent  respectkement  deux 
splières  concentriques  :  la  somme  des  aires  comprises  sur  la  surface 
entre  ces  deux  courbes  et  deux  plans  parallèles  est  une  fonction 
algébrique  et  logaritltmiquc  des  paramètres  des  deux  sphères,  et 
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une  fonction  entière  du  second  ordre  du  paramètre  variable  qui 
entre  dans  V équation  des  plans. 

Elle  est  nulle  si  les  deux  plans  parallèles  varient  en  conservant 
leur  direction  et  en  restant  équidistants  d'un  plan  fixe,  de  même 
direction. 

Le  même  raisonnement  montre  que  la  proposition  est  vraie,  non 
seulement  pour  deux  sphères  concentriques,  mais  pour  deux  sphères 
quelconques. 

79.  Plus  gcnêralem,ent,  en  remplaçant  les  plans  parallèles  par 
un  système  de  surfaces  asymptoticjues,  $,-r-i7$o  =  o,  on  verrait 
de  même  que  la  somme  des  aires  correspondantes  est  une  fonction 
entière  et  du  second  ordre  de  v\  si  les  surfaces  étaient  asymptotes, 
$,  -h  vt-^.,~  o,  elle  serait  du  premier  ordre  en  r,  et  si  elles  étaient 
osculatrices  à  Tinfîni,  <î>,  -r-  r/''$o=  o,  la  somme  des  aires  serait  nulle. 

80.  Soit,  sur  la  surface /=o,  une  série  de  courbes  définies  par 
une  équation  de  la  forme 

où  0  est  un  polynôme  entier,  de  degré  (m  —  i)  au  plus  en  X,  \,  Z, 
et  de  degré  cjuelconque  en  u. 

On  voit,  par  le  même  raisonnement,  que  la  somme  des  aires  com- 
prises sur  la  surface  entre  deux  de  ces  courbes  et  deux  plans  paral- 
lèles est  une  fonction  rationnelle  et  logarithmique  du  paramètre  u, 
et  une  fonction  entière,  d'ordre  deux,  du  paramètre  qui  entre  dans 
l'équation  des  plans  parallèles . 

Si  cp  était  d'ordre  m  —  3  en  X,  Y,  Z,  /a  somme  précédente  serait 
toujours  nulle. 

On  a  donc  ainsi  une  infinité  de  manières  de  déterminer,  sur  une 
surface  quelconque,  des  aires  dont  la  somme  algébrique  soit  expri- 
mable par  les  fonctions  élémentaires. 
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Sur  les  intégrales  pseudo-elliptifjues  cl' A  bel; 


Par  m.   J.   DOLBMA. 


1.  M.  Gûnther  nomme  inlégralGS  pseudo-ellipliques  les  intégrales 
qui,  tout  en  présentant  toutes  les  apparences  extérieures  des  ellip- 
tiques, peuvent  être  exprimées  par  les  fonctions  algébriques  et  loga- 
rithmiques (').  Nous  nommerons  intégrales  pseudo-rlUptiqin'.s 
d'Abel  celles  de  la  forme  suivante 


/, 


{x  -h  H)  d^ 


\/aoX^-h  (^a^œ^-v-  ôa^o^^-i-  ^a^^x  -h  a^ 

dans  le  cas  où  ces  dernières  sont  exprimables  par  des  logaritiunes. 
M.  Tchebycheffacrééla  théorie  d'exprimabilité  des  intégrales  pseudo- 
elliptiques d'Abel  par  des  logarithmes  (-);  les  théorèmes  de  M.  Tchc- 
bychefî  ont  été  démontrés  par  feu  jM.  ZolotarefT  dans  un  Mémoire 
inséré  dans  le  tome  XIX,  2'"  série,  du  Journal  de  Malhématiquos . 
Malgré  tout  le  mérite  du  travail  de  Zolotarelî,  on  ne  peut  s'empêcher 
de  remarquer  que  sa  méthode  de  démonstration  est  très  compliqiK'c. 
ce  qui  s'explique  parle  fait  que  Tauteur  s'est  servi  pour  cette  démon- 
stration des  fonctions  elliptic|ues  anciennes,  à  l'aide  desquelles  T/'/m vv- 


(')  Bulletin  de  la  Socirté  mailicmatiqiie  de  France,  t.  X,  p.  88;  1882. 
(2)  Bulletin  de  i Académie  impériale  dés  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 
t.  III;  i86i. 
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sion  des  intégrales  elliptiques  s'obtient  avec  une  grande  difficulté.  Il 
est  bien  connu  que  la  théorie  nouvelle  des  fonctions  elliptiques  de 
Weierstrass  a  opéré  un  grand  progrès  dans  l'Analyse .  En  se  servant 
des  nouvelles  fonctions  elliptiques,  on  peut  atteindre  la  plus  grande 
simplicité  dans  la  question  qui  nous  occupe. 

Nous  commencerons  par  linversion  des  intégrales  elliptiques. 

Etant  donné  le  polynôme 

(r)  \  =  Oqx''  -h  ^cifX^  -h  6a.,x-  -T-  ^ia^x  -h  aj., 

le  problème  nommé  imcrsion  consiste,  comme  on  le  sait,  à  expri- 
mer la  variable  x  et  \/X  à  laide  des  fonctions  elliptiques  d'un  même 
argument.  Chaque  polynôme  (i)  se  transforme  en 

à  laide  de  la  substitution 


-Nous  avons  encore 


a,= 


X  =  -  ^'  - 

«0 

y 

y        _«.^0- 

^1 

«0 

«5^3—  3<7o«| 

l«2^ 

la] 

En  extrayant  la  racine  carrée  \"Ç',  nous  trouverons  que  la   partie 
entière  de  la  racine  sera 

donc 

Posons 

2 


vT  =  r4-3a, 


En  chassant  le  radical  et  le  dénominateur  dans  cette  équation,  nous 
obtiendrons  les  deux  formes  suivantes  : 

(a)  (4a3^-^y-,-9*ï.)^";+-U^'  +  3a2)x,  -  4  =  <>, 

{b)  .\x,l--^  \y-:iJ:'\l  ^(>i  —  <^OLi)x]-^  i2a,j:-,  —  4=0. 
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En  résolvant  ces  équations  relativement  à  x,  et  ?,  nous  trouverons 

2  J7, 


ou 


(  ;-  -f-  3  a,  )  ±:  ;':*  H-  6  ot,  ;-  -[-  4  a.,  ^  -h  a. 


"'-  )  —    — — , —  i 


2 
"  2  JC, 

en  posant 

aj.r;  +  (97.;  -  a,)  j?;*  —  i2a,.3;;  4-  \x,  =  X,. 

D'après  la  propriété  bien  connue  des  écjuations  doublement  qua- 
dratiques, nous  aurons 


Prenons 


Posons 


d\   dxx 

I 

X. 


alors 


^^-^'  ^  ^;-.-..,)-2  V  "l  -'  —  (' ^ y-2  ^  a .J  r  -  (  a,  a ,  -  7.3  -  ai;  ): 
,  dz 


donc 

d\         dx,  —  dz 


sj^'       v/x.       v4-'-o'--- 


(')  Halphen,  Tidilèdcs/onctionneUiptiquex.  t.  Il,  p.  333;  18S8. 
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OÙ 

o-o  =  3  a',  H-  y.j, 
0-3  =  oco  a,,  —  ai;  —  a^ . 


En  posant 


=  w, 
nous  aurons 

c?.r    I     dx^  i       , 


=  P(W,   o-^,   0-3), 


-  V4^^'-^•2--^•3  =  J^'(".^2,^3)• 
Posons,  avec  M.  Halphen  ('), 

alors 

I  P'{''^  g2,  ë\  )Y  =  -  4  a^  +  3  a;  -^  a,  a,  -  a,  a,  ^  a^  4-  a^  =  a;;, 

prenons 

Alors 

I 


V'x. 


—  p  " 


E  =         ~J^'''        _,_  .P'  "  _  l  p'  n  —  ,p'f 

par  conscMpuMil, 


(')  Halphex,  Traité  des  fonctions  eltiptùjues,  t.  1,  p.  j^^io. 
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Mais,  d'après  la  formule  d'addition,  nous  aurons 


par  conséquent, 


«7,  l     ]V  II  —  p'f 

«u        2    pu  —  p  r 

En  exprimant  les  invariants  g 2  (^t  g' 3  P'^i'  les  coefficients  de  X,  nous 
aurons 

^■2  =  ^2  («o«'.  —  4«.  «3  +  3a::), 

i,'":)  =   -^  {CltyCLM,,  -h   2<2,  <7^«3  —  Cl!,  —  «■  —  €1,(1^). 

*i.   Comme  base  de  Targunient  elliptique,  nous  avons  pris 

/c/z  I —    rdx 

v4-'  — é'2=  — A'3  y  V  -^ 

Posons 

t  /î,  A3 

^^^'      '^'~^r      ^'""^,- 

alors 

r         dz  \—  r         dt 

—   I     ,  =  —  V  «0    /     ,  -==  ' 

par  conséquent, 

d'où  il  découle  que,  pour  le  passag'c  de  l'argument 

r         dz 
Il  =  —  I  
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à  rargiiment 


il  faut  changer  r  en  <7o  "?  g'-i  f""  ^-Cs'-^^  ©3  *^"  '^'Joa 
Par  cette  raison,  nous  aurons 


Donc,  en  rapportant  pi-  à  Fargument 


C— 


nous  devons  changer  les  invariants 


dans  les  invariants 


,.j 


"or-  2?  "00  3' 

et  alors  nous  aurons 

Cette  remar({ue  importante  nous  servira  dans  la  suite. 

.J.   Trouvons  maintenant  les  conditions  d^intégrahilil*'  de  dilléren- 
ticlles 

(  J'  H-  H  )  dx 


\la^x''  •+-  4«i-3?''-l-  6a,,r--t-  4<ï:,.r  +  a; 


par  des  logarithmes. 
En  remar(|iiant  qu< 


Ha,        ,,        I  P  '/  —  !">  t' 
= i  -h  1 1  H-  -  ''- — ^ — 

^0  *    ,P"  — ,P»' 
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et 


dx 


if n.  /r*  -i—  f. 


~=z  du 


MOUS  ohliendroiis 

\'Ai  iciiiaïquaiil  que 

I  p'  u  —  p'  (•        ..  . 

nous  aurons 


:A/. 


.7    v/rtoj:,-i  +  4 


(j;-KH)rf^ 


-   '  1^^^("-^^') 


loer 


V«o 


(H- ^' -:.)«. 


En  posant 


nous  aurons 


H-^-rr  =  .|, 


J  v/ao-2^*-h4«i 


(^-f-H)f/^; 


j?'h-  6a2jr-  +  4«3-^  +  a-. 


loo' 


.4»  ^("  -^-<') 


//l  V^flo 


loge"'-" 


■iu        J 
-«         I 


où  m  est  entier  jiositif. 
On  sait  qu(' 


"(//-i-t')j^ 


(')  Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  cic.  i.  I.  p.  i38. 
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est  exprimable  rationnellement  par  p{ii)  et  p'(u)  si 


2  CD 

m 


Le  choix  de  H,  par  la  nature  du  problème,  dépend  de  notre  vo- 


2c5 
/n 


lonté.  Si  f  =  —  — )  nous  prendrons 


alors 


/H        '  \  m  I        an 


m 


mais  avec  cette  valeur  de  J,  l'intégrale 

'J  \Jaty  j;*  H-  4  «1  .r'  -h  6  «2  -*:■'+  4  «3 

s'exprime  par  les  logarithmes. 
Ainsi  avant 


(7,  (7,1 — a:  /2(I> 


H  =  ^-r(^W^, 


et  supposant 


on  peut  exprimer 


{jc  -\-  H.)  djr 


,y    \'a(^x*  -\-  4«i-^^  ^-  6a2>^'-T-  4^î-^'  -+-  «4 
par  une  fonction  logarithmique  des  quantités 


pu  =  z         et         p'u  =  —  V 4 -'  —  g>--  -  g:i 
et,  par  conséquent,  par  une  fonction  logarithmique  de  i . 

(')  Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  etc.,  l.  I,  p.  ?.24- 
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4.   Soit  m  un  nombre  impair;    alors  on  peut  satisfaire  à   la   coii- 

8' 


irrucncc 


par  s  entier  et  positif. 
Posons 

/  étant  entier;  alors 
ou 


2^^  I     (modm) 

-1^  —  ^  =  Im , 
?/p  =  —(Im  H-  i) 

2P  =  —  2L(xi  — > 


2oj 


par  conséquent. 


p(-'^-)=p{^)-p('-)- 


D'où  il  suit  qu'en  doublant  successivement  rar^unienl  -v  fois,  nou; 
arriverons  au  résultat 

Maintenant  posons  m  pair;  alors  nous  aurons 

m  =  2'n, 
où  il  est  impair.  En  doublant  l'argument 

2Û 

m 
successivement  i  fois,  nous  trouverons 


Posons 

2'^  —  T  =  fn  ; 


nous  aurons 

j3(2'"-n')=j)(r.)=,p(:'i'0- 
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D'où  il  suil,  (jueii  doiiljlant   l'argument  r  successivement  {i  -hk) 
Fois,  nous  trouverons 

Donc,  si  lintégralc 


J    V^«o-^*-+-4« 


1  j:-^  H-  6  rt-,  ^'-  ~h  iia^jr  -h  Oi 


est  exprimable  par  des  logarithmes,  nous  trouverons  nécessairement 
en  doublant  rargument  c-,  défini  par  l'équation, 


j'('-) 


o:  —  Ooff, 


ou 

OU 

il  est  facile  de  prouver  que  le  théorème  inverse  est  aussi  juste.  En 
eiîet,  de  la  condition 

nous  tirons 
doù 

^        2ÔJ ^    2c7j 

2  ••"  —  I  ~~         m 
Egalement  de  la  condition 

p('2'^''v)=p(^U-) 

nous  tirons 

o'^^c-  =  2'c  db  20J, 
dV)ù 

2  oj  ,2  (Tj 


2' (2^  —  I  j  ni 

mais  dans  le  n"  3  nous  avons  démontré  cjue,  si 


2ù> 

m 


rinlégrale 
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(  J7  +  H  )  rf  J7 


J 


s'exprime  par  des  logarithmes. 

5.   Dans  le  n"  2  nous  avons  transformé  le  polynôme 

X  =  «0  -3? *  H-  4 <^  I  "f-"'  ^~  ^  <^ j  f^'  +  '\  <^%  ■''  -+-  <^i  1 
en  un  nouveau  polynôme 

X,  =  yJ;x\^(ç)y.-,  -  y..).i:]  —  127.,./;;  -+-  ',./•,. 

et  nous  avons  obtenu 

dx  I     dx I 

Faisons  la  même  transformation  avec  1(3  polynôme  \,.  I)ans  ce  l)iii 
nous  posons 

•X,    2  -t-    -,, 

3 

nous  aurons 

X,  =  aK^;  +  6fi,^;  +  4?:,;.--3,), 

où  les  coefficients  [îl 2,  fl.,,  ^.,  sont  composés  des  coeflicienis  du  poly- 
nôme X,  comme  y..,,  a.,,  a^  des  coefficients  du  polynôuK"  \  :  |»ar  cons/'- 
fjuent, 

Calculons  maintenant,  à  l'aide  de  la  formule  de  duplication  de  I  ar- 
gument, ,p(2t).  Xous  avons 


„  p^.  ^  I  /i^,p-e  — ^..y  _.  ^21iÉ-^{^Ajz.^ 
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I^c  calcul  montre  que 

Calculons  maintenant  p'(2.v)  et  '^.^.  Nous  aurons 

De  Téquation 
nous  tirons 

par  conséquent, 

p'' V  12  7.1 — 3  a;-; — a^  c)a; —  a^ 

1! =  —  I  "^  5C.  * 

p'ç  "    ■-' 

(Jonc 

<p  (2'-;= "    •  -^'o.. -^ 


32  a| 


nous  trouverons  encore 


0 


32a.5  -h  /iSx^a^  (gai;  —  '■x,^^-\-{^%\  —  a^)-' 


d'où 

L'expression  ci-dessus  s'accorde  pleinement  avec  la  remarque  du 
n°  2.  En  effet,  nous  avons 

où 


Si  nous  prenions  comme  base  de  l'argument 

/'  dx.^ 
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en  supposant 
nous  aurions 


Pour  passer  de  l'argument 


à  rarefument 


J  v^ 

avec  les  invariants  g^,  g^,  il  faut  multiplier  p(w)  par  ai;,  p'(w)  par 

3 

(oi-iy  =  ag;  par  conséquent,  nous  obtiendrons  les  résultats 

Le  calcul  a  montré  que 

p(2P)=  -a;fl„  jy(2p)=  -  al%. 

En  répétant,  avec  le  polynôme  Xo,  la  même  transformation,  nous 
aurons,  évidemment, 

jy(4p)=      aJ^ÎY,, 

où  les  coefficients  Y  sont  composés  des  coefficients  du  polynôme  X^,, 
comme  les  coefficients  (3  sont  composés  des  coefficients  du  polynôme 
X,.  Plus  loin  nous  aurons  évidemment 

p(8ç)=-oLli^;fJ,, 

p'{Sv)=-c.l^lfJ,, 

p(i6v)=-cc;f^;fJli,, 

p'(i6v)=      ^ir.fJle,, 
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doù  il  suit  que  les  séries 

«3,       ^-spi,       «3^373,       —  ^aiiaYsOa,       ajl^aYjègEa, 

doivent  être  périodiques. 

Donc,  étant  donnée  l'intégrale 


/: 


(  ^  -p  H  )  «fj; 


y  «0^*  + 4^1'^^  4-  6a2^'-i-  4<^3-^  -1-  «i 

où  H  est  indéterminé,  et  devant  résoudre  la  question  d'exprimabilité 
de  Tintégrale  par  des  logarithmes,  on  peut  le  faire  de  deux  manières  : 
1**  En  recherchant  le  polynôme 

T  =  ;'  +  6 a, r  H-  4  y.,  l  +  y., . 
nous  obtiendrons 

o  2  ^  3  ai;  4-  a . ,  o-,  r=  y^  a,,  —  a",  —  ai; . 

Au  moyen  des  formules  de  duplication  de  l'argument,  nous  calcu- 
lerons successivement 

J3(2.),     p(4r),     p(8r),       .... 
p'(2^).     P'(40.     .P'(8r),      .... 

Si  ces  séries  sont  périodiques,  on  peut  choisir  H  de  telle  manière  que 
Tintégrale  s'exprime  par  des  logarithmes. 
2''  En  composant  la  série  des  polynômes 

X,    X.,    x„     .... 

nous  calculons  les  séries  des  quantités 

^.-  =^3?2'  <?V{2'  ••■• 

y         a-' 3         s^'â''-' 

^•3'  •'Mp3«         ^■■.it'i  ii 
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Si  ces  séries  sont  périodiques,  Tintégrale  s'exprime  par  des  loga- 
rithmes. Dans  ce  cas  il  est  indifférent  que  la  période  commence  au 
terme  pv  ou  à  un  autre  terme  quelconque. 

6.  Dans  le  n**  1,  en  faisant  linversion  de  l'intégrale  elliptique, 
nous  avons  trouvé  quen  prenant 

nous  avons 

Mais,  dans  le  n°  5,  nous  avons  vu  que 

op'\-  =  c)y.l—y.,  =  c)ph-  -  y... 
donc 

D'après  la  transformation,  nous  avons  changé  le  polynôme 

X,  =  y.lx]  -\-(gy.l  —  y..,)x'l  —  i2ao.r;  -f-  \.v, 

en  le  polynôme 

Xo  =  ?3 •/^'ô  -H  ( 9  ?:;  -  ^, ) ^2  -  1 2  a,  x'î  -h  .\  X., . 

Par  cette  transformation  nous  avons  eu 

dxi  I   cIj:, 

Si  nous  prenons  pour  base  de  l'argument  elliptique 


/ 


en  posant 

-?.  =  .))(>•.)■ 
nous  aurons 
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Si  nous  passons  à  l'argument 


/ 


v/x; 


c'est-à-dire  aux  invariants  g^-,  ga,  P|  se  transforme  en  2c,  |5lo,  ^3,  [Î4  se 
transformeront  en  ajj^a,  «3^3,  aJI^^. 

D'où  il  découle  qu'après  les  transformations  nous  aurons  encore 
une  série  périodique 

a,,     ajf;,,     <(3Jy,.     c^'/^Ulo,,     .... 

7.   Supposons  que  nous  ayons 

*3r3    13 3^3  ^-3î 

*3p3  |3  •  •  •  '•sf'i  —  ^-^• 

Grâce  à  la  série  des  transformations,  nous  trouverons 

T^î  ~  =^3  y/XT  "  =^3.33  ^  "~  "  '  ~  ^'sîisTs-  •  --s  v/X„^i  ' 


ou 


Supposons 
alors 


^ «  —  >î«  ^^  '^t^a'îw^^  4r3'în^^  ri- 


^3  i-'S  Ï3  ■ 


"'s  rs  (3  •  •  •  '•» 


ou 


doù 


\^'n  =    .0,'    _,  \j'ri*-h6 y., r-  +  /, y., r^  -+-  a , , 


3-  T- 


'^^«  ,  r,  dr, 
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par  conséquent, 

dx^  dti 

En  posant 

v/y]*-f- 6a2y]-  + 4a3"']  H- a-,  =  "^"+ 3a2  —  -, 

nous  aurons 

dxi  dy 

v/f;  ~^ 

où 

Y  =  a;j'  +  (9a^  -  CL,,)y'  -  l'iy.^y''  ^  f^y, 

c'est-à-dire  que  les  polynômes  X,  et  Y  se  distingueront  seulement  par 
des  variables.  Donc,  si  l'intégrale 


/; 


(^-^H)^^ 


peut  s'exprimer  par  des  logarithmes,  par  une  série  de  transformations, 
nous  devons  obtenir 

dxi   I    dx^  I     dxi  I  dx„^i         dy 

v/x;  ~  ^3  v%  "" ^3^3  \j%~ "' ~  ^^h-- -^3  v/x^ ~  v^' 

où  le  polynôme  final  possède  les  mômes  coefficients  que  le  polynôme 
primitif. 

De  l'équation  d'Euler 

dxi  dy 

nous  tirons 

rdx^  _    rdy        p 

j  wrJ  ^^^- 

En  passant  aux  intégrales  définies,  nous  pouvons  prendre  pour  li- 
mites inférieures  une  même  quantité.  En  effet,  les  variables  j;, ,  x.^, 
^3,  . .  .^  Xn^-^■,  y  sout  liécs  cutrc  cllcs  par  (/ï-hi)  équations  double- 
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inonl  quadratiques  auxquelles  nous  pouvons  toujours  adjoindre  l'éga- 
lité 

Alors  nous  aurons 

Par  conséquent,  il  est  toujours  possible  de  faire 

C  ==  o, 
alors 

x,=y. 

D'après  les  formules  du  n°  1,  nous  avons 

—  _  ^   ,   2  _  _  ^1  _t_  /—  ^î-^i  _  _L_   •^\ 

par  conséquent, 

(x-i!-\{)dx  I     /  2«oH  —  '2. cil — «0X3 j",  I       ,      \dœi  ^ 

d'où  il  suit  que  nous  avons,  en  général, 

/{x-k-l\\dx  I      ,  riaYl-^  b  ^cxAdx^ 

OÙ  a,  6,  c  sont  des  constantes  déterminées, 

Tl  est  clair  que  nous  obtiendrons  la  série  des  équations 

/{a^-^  b -^  ex,)  dx,              ,                    ria.Yi -v- bi  + CiX.i)dx<> 
— w, —  =  J''  '°"""'  ^J  — w, ' 

r {a,\\  +  b,-\- c,x.y)  dxc,              ,                    /" ( a.,  H  4- ^., H- Co .r, )  rZ-r, 
/    -^ ,_  ^  =  p..  102:jCo -f-    /    -^ '■  ^  '       -■' 


/"  (a„_i H  4-  b„_i  +  c„_, .r,, )  dx,,  ,  /'l 


V^ 


y/x;- 


y/X. 


.p„logx„+  ^  /     ^ ^-^" ./x. 
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En  posant 

ail  +  /^  +  ex,  =  ^iL^H  +  ^'  +  ex,, 

nous  trouverons  rindétermince  H  et  nous  obtiendrons  des  équations, 
en  nombre  suffisant,  pour  évabier  Tinlcgrale 


/ 


{x  +  l\)  dx 


Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  examiner  le  cas  où  dans  les  séries  du 
n"  5  la  période  ne  commence  pas  dès  le  premier  terme,  car  ce  cas  est 
clair  par  lui-même. 

Il  faut  examiner  encore  un  cas,  où 


2(0 


2' 

Dans  ce  cas,  en  doublant  rargument  {k  —  \)  fois,  nous  auioii? 

2''-'  V  =  —  G), 
et  comme 

P'(û)=o 
dans  la  série  des  nombres 

il  s'en  trouvera  un  égal  à  zéro. 

Donc,  si  dans  la  série  des  polynômes 

W  =  l''  +  Ga,^-  +  \y.,c  +  a,, 
le  dernier  est  de  la  forme 

^  u  —  "=«  ^^  '-^  î^.î  "î//  ^^  i^  ■  ' 

rintégrale 

/{x-^-H)dx  _ 

s/a^x'-'-h  4^/i'^'*-i-  Oo-iX-^  4^3+  «i 

s'exprime  par  des  logaritlimes. 
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Sur    une    cUi.s.sc   nouvelle   de   tran.seendante.s    unifoiine.s ; 
Par  m.   h.  POIXCARÉ. 


DEFINITION. 


Nous  dirons  qu'un  système  de  fonctions  d'une  variable  // 
(i)  ?.(«),     'ii(u),     ...,     o„(w; 

possède  un  théorème  d'addition  quand 

pourront  s'exprimer  en  fonctions  rationnelles  de 

et 

Soit  maintenant  m  un  nombre  quelconque  réel  ou  imaginaire,  mais 

tel  que 

I  /??  1  ]>  I . 

Nous  dirons  que  le  système 
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admet  un  théorème  de  multiplication,  si 

(f,(mu),     (^.(mu),      ...,     ^-^nimu) 
peuvent  s'exprimer  en  fonctions  rationnelles  de 

Il  est  clair,  d'après  ces  définitions,  que  si  le  système  (i)  possède  mi 
théorème  d'addition,  et  si  p  est  un  entier  quelconque, 

s'expriment  rationnellement  par  rapport  à 

Tout  système  qui  possède  un  théorème  d'addition  possédera  donc 
éj^alement  une  infinité  de  théorèmes  de  multiplication. 

Les  mêmes  définitions  peuvent  facilement  s'étendre  aux  fonctions 
de  plusieurs  variables. 

Par  exemple,  le  système 

sinw,     Qosu 
ou  le  système 

sn  M,     en  w,     dnw, 

possède  un  théorème  d'addition  et  une  infinité  de  théorèmes  de  multi- 
plication. 

(Considérons  maintenant  un  système  complet  de  fonctions  ahélieinics 
(juadruplement  périodi(|ues  de  deux  variables 

F,(w,  w'),     F,(w,  w'),     ...,     !%(>/,  ^/'); 

ce  système  admettra  un  théorème  d'addition,  c'est-à-dire  cpie  les 

F,(w-f-r,  «'-f-r'), 
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s'ex[)rimcront  rationnellement  à  l'aide  des 

F,(u,  u)     et  des     F/(f,  v'). 

Si  nous  faisons //'=  i' =:  o,   nous  aurons  un  systèuic  de  loiictions 
«l'une  seule  variable 

F,(//,o;),     F,(w,  o),     ...,     F„(//,  o), 

(|ui  admettra  un  théorème  d'addition  et  une  infinité  de  tliéorémes  de 
multiplication;  car 

F,(w  +  c,  o),      F,(w -f- r,  o),      ...,      F„(//  +  r,  G) 

s'expriment  rationnellement  à  laide  des 

F,(^/,  o)     et  des     F,(i-,  o). 

Il  V  a  aussi  des  fonctions  qui  admettent  un  théorème  de  multiplica- 
tion sans  admettre  un  théorème  d'addition. 
(Considérons  en  effet  la  fontion  0(^/),  et  soit 

a  étant  une  constante  quelconque. 

Soit  ensuite  p  un  entier  (juelconcjne,  et  envisag^eons  les  e\pr(^ssions 
suivantes 

z.,(pu\  -i.(p"),  ?r(")?r''(")' 

q  étant  un  autre  entier  plus  petit  que  p-. 

Ces  diverses  expressions  admettront  la  période  w  et  seront  multi- 
pliées par  un  certain   facteur  exponentiel  quand  u  se  chanj^era   en 

//  -h  co'. 
Soit 

il  vient 
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Cherchons  le  facteur  exponentiel  relatif  à 

':jf(pu)     et  à     o^ipu). 
1!  vient 

Et  (le  même 


11  sort  de  là  que 


p.p-ii  pp-1, 


z,^(plf)e      -  et     02(/îw)^      - 

fnit  même  multiplicateur  que  les  fonctions 

et  par  conséquent  s'expriment  linéairement  à  Taide  de  ces  fonctions. 

Donc  z>f(pu)  et  z>.,(pu)  sont  des  fonctions  linéaires  des  diverses 

—I  — 
([uantités  e        -  '^1(^0 '^'■2    ''i^)-  ^^  ^^'^^  donc  des  fonctions  entières 

rationnelles  et  homogènes  de 

Il  II 

Il  pu  njl 

D'autre  part  e  '  est  également  une  fonction  entière  de  r  ^  .  Donc  le 
système 

au 

admet  une  infinité  de  théorèmes  de  multiplication;  je  dis  une  inliiiité, 
car  on  peut  donner  à  p  telle  valeur  entière  que  fou  veut. 

Je  me  propose  de  rechercher  quelles  sont  les  fonctions  qui.  admet- 
tent un  théorème  de  multiplication  et  qui  ne  présentent  pas  jxtur 
//  =  o  de  point  singulier  essentiel. 

J'exclus  ainsi  de  très  nombreuses  catégories  de  transcendaulcs.  [lyr 
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exemple  celle-ci.  Soit  la  fonction  z>(u)  ([in  se  rattache  aux  fonctions  (-) 

z,(u)  =  I.q"'°'u-'"^  (m  variant  de  —  oc  à  -f-^r), 

où 

Il  vient 

ce  qui  montre  que  le  système 

II,      o(u), 

admet  un  théorème  de  multiplication.  Mais  le  point   n  =  o  est  jionr 
o(w)  un  point  singulier  essentiel. 
Considérons  donc  un  système 

9,(w),     o.,(u),     ...,     ojii), 

admettant  un  théorème  de  multiplication  et  tel  (praiicunc  (!<■>  fonc- 
tions du  système  n'ait  un  point  singulier  essentiel  en  i/  =  o. 
.le  puis  toujours  supposer  que 

?.Ct>)=  9,(0)  =  ...=  9,/o)=  o. 

En  effet,  supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  Si  o,  «  si  liiii.  je  jiouriai 
toujours  poser 

et  si  9,(0)  est  inlini,  je  poserai 
11  est  clair  alors  qu'on  aura 
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iH  que  le  svslème  o^(w)  adincltra  comme  le  système  o,(«)  un  théo- 
rème de  multiplication. 

Je  ferai  une  hypothèse  de  plus;  je  supposerai  d'abord  que  le  déve- 
loppement des  fonctions  '^i(u)  suivant  les  puissances  croissantes  de  u 
commence,  pour  Tune  au  moins  de  ces  fonctions,  par  un  terme  en  u. 

Si  do  pareilles  fonctions  existent,  elles  sont  nécessaiienient  uni- 
formes. 

Kn  effet,  comme  le  point  u  =  o  n'est  pas  un  point  sinr^ulier  essen- 
tiel, on  peut  trouver  une  quantité  positive  p,  telle  qu'à  l'intérieur  du 
cercle 

les  fonctions  9/(i/)  restent  uniformes. 

Mais  les  fonctions  z>,(ntu)  s'expriment  ralionnellement  à  l'aide  des 
fonctions  ç-,!^/);  si  donc  \n\<iz,  les  fonctions  z.i(nuf )  sont  encore 
uniformes. 

Donc  les  fonctions  Z'ii  i/)  sont  uniformes,  pourvu  quo 

\ii\<\7n\p. 

On  démontrerait  de  même  successivement  qu'elles  sont  uniformes, 
pourvu  que 

l//|<j///'-'|c,  •       |^/[<|/;/^|p,  ...,  |//    <i//^^lp, 

c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  u. 

Ce  raisonnement  peut  servir  à  démontrer  que  les  fonctions  ellip- 
li(pies  et  ahéliennes  sont  uniformes.  C'est  même  la  seule  démonstration 
rigoureuse  qui  ait  été  proposée  jusqu'ici,  à  l'exception  des  démonstra- 
tions indirectes  où  l'on  commence  par  déhnir  la  fonction  0,  La  dé- 
monstration de  Uiemann  dans  sa  théorie  des  fonctions  ahéliennes  est 
une  de  ces  démonstrations  indirectes;  la  démonstration  de  Clehsch  et 
(iordan  (Théorie  der  Abelsclien  Fiinctionen,  8*  Partie)  n'est  pas 
ri«^oureuse.  Quant  aux  démonstrations  d'Abel  et  de  Jacohi,  elles  sont 
en  réalité  fondées  sur  l'existence  d'un  théorème  de  multiplication. 

11  peut  se  faire  (pie  1<'  théorème  de  multiplication  soit  tel  ({uc  les 
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o,  (mu)  s'expriment  en  fonction  non  seulement  rationnelles,  mais 
encore  entières  des  Oi(u). 

Dans  ce  cas,  les  fonctions  9,(m)  sont  des  transcendantes  entières. 

En  effet,  si  les  fonctions  0,(11)  sont  holomorphes  à  rintériciir  du 
cercle 


u\  =  0. 


il  en  est  de  même,  des  fonctions  z>i(mu),  de  sorte  que  les  fondions  o^ia) 
sont  holomorphes  à  Tintérieur  du  cercle 


\  u  \  =  \  nn  0. 


Par  un  raisonnement  tout  pareil  à  celui  qui  précède,-  on  dt-inonhc- 
rait  cju'elles  sont  holomorphes  dans  tout  le  plan. 


FORME    DES    EQUATIONS    FONDAMENTALES. 

Xous  appellerons  équations  fondamentales  la?,  équations  (|ni  dt'-li- 
nissent  le  théorème  de  nmltiplication  et  qui  peuvent  s'écrire 

/  o,(mu)=\\,\o^{u),':..,(u),  . . .,  9,,(>/ )|, 

\ ■ 

'   9„r/y/^/)=  H„[9,(w),  9o(«),  ...,9„u/)|, 

11,,  Ii^,  . , .,  I\„  étant  des  fonctions  rationnelles. 
Je  dis  d'abord  que  Ton  a 

K,(o,  O,  . ..,  <>;=:  O. 
Kn  effet,  par  hypothèse, 

0,(0)=  Oo(  0)  =  .  .  .=  9„(o)=  o. 

Si  donc  on  fait  dans  les  équations  (2)  u  =  o,  le  premier  mendjrc 
s'annule  et  le  second  se  réduit  à  K/(o,  o,  ...,  o);  donc  la  fonction  K, 
s'annule  (piand  tous  ses  arguments  s'annulent.  c.  <j.  k.  i>. 
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l^c's  fonctions  rationnelles  R,  doivent  satisfaire  encore  à  une  autre 


condition. 
Posons 


du 


A. 


dKi 


=  B,„ 


d['^,A")] 

pour  1/  =  o. 

Si,  dans  les  équations  (2),  on  substitue  le  développement  des  fonc- 
tions 9o(")  suivant  les  puissances  croissantes  de  u,  puis  cju'on  égale 
dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  w,  il  viendra 


D'après  une  liypothèse  que  nous  avons  faite  plus  haut,  tous  les  A,.ne 
sont  pas  nuls  à  la  fois.  Si  donc  nous  posons 


B 

<>< 

S 

B.,. 

F(S)  = 

B., 
B«,. 

B...-S 
B„., 

on  devra  avoir 

I 

'(/;/)=  0. 

B..„ 


B„,,-S 


\-A\  d"autrcs  termes,  l'équation  en  S,  F(S)=  o,  a  une  racine  égale 
à  ///. 
Posons 


?)  (  '0  =    ^/,  <?•(''  )  +  "^■',-^  ?2  (  "  ) 


y-/./<  ?«(").  (/=I   ,2,  ...,//), 


les  y./  ;,  étant  des  constantes. 

(Jn  peut  se  servir  de  ce  changement  linéaire  de  variables  pour 
lamener  les  fonctions  K  à  une  expression  plus  simple. 

^'oici  comment  nous  nous  servirons  de  cette  faculté  :  je  me  contente 
(riiidi(pier  ici  le  résultat  et  j'omets  la  démonstration,  (pie  le  lecteur 
rcli-ouvera  sans  peine,  car  elle  est  fondée  sur  les  principes  les  plus 
simples  de  la  théorie  des  substitutions  linéaires. 

Si  Téqualion  en  S  a  toutes  ses  racines  distinctes,  on  pourra  sup[)oser 
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que,  après  le  changement  de  variables,  on  a 

S,,  Sj,  . . .,  S;j  sont  alors  les  diverses  racines  de.réquation  en  S,  et  l'on 
aura,  par  exemple, 

S,  =  ///. 

Supposons  maintenant  (pie  toutes  les  racines  ne  soient  pas  dislincles. 
On  pourra  encore  supposer  qu'après  le  changement  de  variabh's 

et  que  les  D/^i  sont  nuls  si  /  <]  k  ou  si,  i  étant  plus  grand  cpie  A.  S,  est 
ditïérenl  de  S^.  Quant  anx  B,/^,  pour  lescpiels  on  a 

i>k,  S,=  S;i, 

nous  n'en  pouvons  rien  dire. 

Si,  en  particulier,  ré<|uation  en  S  a  toutes  ses  racines  égales  à  ///,  il 
vient 


FORMATION     DES    SERIES    FONDAMENTALES. 

(Iherchons  à  satisfaire  aux  équations  (2)  par  des  séries  de  la  t'urm»' 
suivantiî 

(3)  9,(  i/)  =  a;  u  -+-  A;  II-  +  A'  w'  + . . . , 

où  les  A^  sont  des  coefficients  constants,  et  lout  d'abord  (  liri(  bons  à  \ 
satisfaire  formcUemenl.  Pour  cela  nous  n'avons  (ju'à  ap|)li(pi»'r  hi  mé- 
thode des  coefficients  indéterminés. 

Substituons  les  séries  ())  dans  les  écpiations  (2  )  et  égalons  dans  li-s 
deux  membres  les  coefficients  de  11'',  il  viendra 

(1)  m''Af^B,,A^-+-B,,A^-H...+-n,,.A;:-+-(:f 

Journ.  de  Math.  (V  S(';rie),  loiiie  VI.  —  l-asc.  IV,  1890.  I  ' 
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les  Cf  représentent  un  ensemble  de  termes  dépendant  des 

A,,       A-,       ...,       A,      , 

mais  ne  dépendant  pas  des  Af  ni  des  A],  où  q^ p- 

On  peut  supposer  qu'on  ait  déterminé  par  un  calcul  préalable  les 


a;.     A;,      ....     et  les     A 


p  ' 


On  aura  alors,  pour  calculer  les  Af ,  le  système  des  équations  li- 
néaires (4)-  ^e  système  pourra  toujours  être  résolu,  pourvu  que  son 
déterminant  ne  soit  pas  nul.  Or  ce  déterminant  est  égal  à  ¥(mP). 

Si  aucun  des  déterminants  F( /??-),  F(m^),  ...,  n'est  nul,  on 
pourra  alors  calculer  de  proche  en  proche  les  coefficients  des  séries  (3), 
pourvu  qu'on  ait  commencé  par  calculer  les  A/;  or  les  A^  nous  sont 
donnés  par  les  équations 

i\h{.s)  /;/A;  =  13,,A;-r-...-+-B,,A:, 

(]ui  ne  dilTèrent  pas  de  celles  ({ui  ont  été  envisagées  dans  le  paragraphe 
j)récédent  :  or  ce  système  (  '\  bis)  peut  toujours  être  résolu  si  V  (  n)  )  est 
nul. 

Si  (loue  1)11  a 

F (  w )  =  o ,  1^^  /// -  ) .:;  o ,  F (  //i ^ ) <  o ,  . . . ,  F (  m^ y^c^, 

on  pourra  toujours  li-ou\<'r  îles  srrics  de  la  forme  i  )  ).  quo  nous 
appellerons  séries  fondanienlales  e[  qui  safisfero/i/  fornielleuie/il 
au.r  t'ouations  (i). 

Il  nous  resie  à  chercher  <<»niiti<'n  ces  si'-ries  (3^  conlienin'nl  de 
constantes  arbitraires. 

J'observe  d'abord  que,  si  V( inf  )  n"(îsl  pas  nul,  le  système  (  '\  )  ne 
comporte  cpium^  solution  uni(jue. 

Pour  savoir  combien  les  séries  rondiimcnlales  coiilicniienl  de  con- 
stantes ail)iliiiiii's,  il  nous  suflil  donc  de  savoir  cond)i('n  !»'  sNstènuî 
{f\  his)  coin|)oil('  de  -«oliilioiiN  lini'';iir<-ini'nl  indt'peiidanlt's. 
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Je  suppose  cpic  réqiiation 

F('S)=  o 

admelle  q  racines  égales  à  ///. 
On  aura  alors 

B,..-B,.,  =  ...=  B,,,=  //;,         B,,>m         (si/>7;. 
D'autre  pari, 


B 


i.f^ 


si  /  <;  le  ou  bien  encore  si  /  >>  q.  A"  ;  y. 

Dans  ce  cas  lesV/  —  q  dernières  <''({ualious  (  4  ^^^v)  •'•'  conli(Minenl 
que  les  n  —  q  variables 

a;.,,  a;,, \,:, 

el  l(3ur  déterminant  par  ra|)port  à  ces  n  —  q  variables  est  égal  à 
(  B^^,,,.,  -  m)  fB^^o.,^,  -  ///). .  .('B«.,.  -  mV^o. 
On  tirera  donc  de  ces  équations 

ce  qui  montre  que  les  équations  (4  bis)  ne  pourront  en  aucun  cas  com- 
porter plus  de  q  solutions  linéairement  indépendantes. 

Les  q  premières  équations   ('3  bis)  ne   contiennent    (|ue  les  q  —  i 
variables 

a;,    a;,    ....    a;... 

.l'ajouterai  même  que  la  première  de  ces  équations  se  réduit  à  une 
identité;  si  nous  la  laissons  de  coté,  il  nous  restera  q  -  i  équations  et 
q  _  ,  variables,  et  leur  déterminant  sera  égal  à 


A=B,,,B3,,B..,...B 


q.q-\- 
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Si  ce  déterminanl  n'est  pas  nul,  on  aura 

a;  =  a:=...=a;.,  =  o, 

de  sorte  (juil  n'y  aura  plus  qu'un  coefficient  arbitraire,  à  savoir  A,^. 

Supposons  maintenant  que  ce  déterminant  soit  nul;  dans  ce  cas,  il 
est  aisé  de  voir  que  le  système  (  4  bis)  comporte  au  moins  deux  solu- 
tions linéairement  indépendantes. 

Appelons  (5)  le  système  d'équations  linéaires  formé  par  les 

équations  (4  bis)  et  où  les  variables  sont 

a;,   a:,    ...,   a;... 

Considérons  le  déterminant  A  de  ce  système  (5).  Si  A  est  nul,  ainsi 
que  ses  mineurs  des  h  —  i  premiers  ordres,  le  système  (S)  aura  h  —  i 
solutions  linéairement  indépendantes;  et,  comme  A^  reste  arjjitraire, 
le  système  (4  bis)  en  admettra  h. 

Donc  les  séries  (  3)  contiendront  des  constantes  arbitraires. 

Soient  [^,,  ^o,  . . .,  [3„  ces  constantes.  On  voit  que 

seront  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des  |3,. 

Les  Af  seront  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  ^.  Supposons 
en  effet  que  cela  soit  vrai  des  A,- ,  des  A'',  . . .,  des  Af  ',  cela  sera  Nrai 
é<«:alement  des  Cf  et  par  conséquent  aussi  des  Af . 

Si  le  système 

admet  un  théorème  de  multiplication,  il  en  sera  de  même  évidemment 
du  système 

où  Y  ^^^  "ne  constante  quelconque. 
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Si  donc  dans  les  séries  (3  )  on  remplace  //  par  y//,  ces  séries  ne  cesse- 
ront pas  de' satisfaire  aux  équations  (2);  chanj^er  //  enyu,  cela  revient 
à  clianger  les  valeurs  des  constantes  ^. 

Or  changer  11  en  7  w  c'est  changer  A;  en  y  A',  et.  par  consé.pierit. 


en 


Quand  on  change  u  en  y//,  Af  se  change  en  y^'Af . 
Donc,  cjuand  on  change  p,-  en  y|3,,  Af  se  change  en  y'' Af . 
Donc  Af  est  un  polynôme  entier  /lomogène  c/  de  deurr  p  par  rap- 
port aux  |3. 

Donc  les  séries  (3)  sont  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de 

?,w,     ?2W,      ...     et     %u. 
Si  nous  posons 

nous  aurons  un  système  de  n  fonctions 

Il        ^  "j 

717      -^ii      .  •  • .      -^,1 

dépendant  de  h  variables 

w,,      iu_,      ....      11^ 
et  admettant  un  théorème  de  multiplication;  car  ou  auia 
Oi(mu^,  mu^,  . . .,  mii^) 

(/  =  I,  2,  . . .,  /i  ). 


CAS     PARTICULIERS. 

Supposons,  en  particulier,  que  Ton  ait 


R 


^=mr^,{u)-h-^-—^; 
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M  et  a  sont  deux  constantes  et  l'on  a  posé  pour  abréger 

S{u)=  9,(;/)-+-o,(>/)-h...-i-9„u/). 

.robserve  d'abord  que  le  déterminant  des  équations  (4  bi-^)  a  tous  ses 
éléments  nuls,  ce  qui  me  permet  de  conclure  que  les  séries  (3)  con- 
tiennent n  constantes  arbitraires;  je  puis  donc  me  donner  arbitraire- 
ment les  //  coefficients 

Je  remarque  ensuite  que  ion  a 

0,(/?U/)—   Z,^(7f7u)=  7?l\z>,(l/)~  Z>;,(1()\; 

d'où 


Nous  avons,  d'autre  part, 
S(  mu )- 
Si  l'on  suppose,  en  particulier, 

il  vient 
ou 


nMS-(fn 

^      ^  I  — ab(«) 


M  = 

1 

n 

m  7., 

s<. 

mu)  = 

I 

mS(ii) 

S{niu) 

m?>{ii) 

d'oii 


ou 


m  —  i  +  aS(w«)  m  ^  I -h  a  S(«)' 

S(«.)  S       ,^ 


m  —  I  +  a  S  (  «)         /«  —  I       ' 
en  posant,  {)oui'  abréger, 

2  =  a;^  A:-h...^A:. 

Il  vient  donc  finalement 


U2. 
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''...- 


Ainsi,  (Ijyis  lo  cas  de  M  =  -  m  y.,  les  fond  ions  o,(  //  )  cxislont  cl  sont 
rationnelles  en  u. 


Donc,  dans  ce  cas  parllculier,  les  séries  (  ':}  )  coiiycr^enl. 

Je  vais  examiner  plus  parliculièremcnl  le  cas  où  ///  ci  a  sont  \vv\< 
[)ositifs  et  où 

sont  réels  positifs. 

Je  (lis  que  dans  ce  cas  tous  les  coenici(!nls  des  séries  (3  )  sont   rt-i-U 
positifs. 

Kn  effet,  supposons  (|ue  cela  soit  viai  des 

je  dis  que  cela  sera  vrai  des  Af . 

En  eflét,  les  équations  (4)  s'éciiv<Mil 

(m/'-m)Af=(:f. 

(7' est  manifeslenicnl  un  polynôme  entier  à  coeflicienls  entiers  positifs 

par  rapport  à  m,  à  a,  aux  A,î,  A' A'.'  '.  Donc  (\'l  est  r(-cl  cl  \nr- 

sitif. 

D'autre  part  niP  —  ni  est  réel  positif. 

Donc  il  en  est  de  même  de  Af .  <..  g.  \.  u. 


CONVERGENCE  DES  SÉRIES  rONDAM  ENTAI. ES . 

Reprenons  les  équations  fondamcnlales 
{■1  )  o,(inii)=  ri,|9///)|. 

et  les  séries  fondamentales 
(3)  o.O/l^IAf/^". 
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Je  vais  chercher  à  former  d'autres  équations  fondamentales 
(2')  o\{m'u)=\\'.[o,{u)], 

qui  seront  satisfaites  formellement  par  les  séries  fondamentales 

(3')  o](u)  =  lA'/'uP. 

Je  vais  chercher  à  m'arranger  de  façon  que  les  équations  (12)  soient 
de  la  forme  particulière  qui  a  été  inté^j^rée  dans  le  paragraphe  précé- 
dent et  (jue  chacun  des  coefficients  A'-''  soit  réel  positif  et  plus  grand 
en  valeur  ahsolue  que  le  coefficient  correspondant  A^^. 

La  convergence  des  séries  (3')  et  par  conséquent  celle  des  séries  (?)) 
sera  ainsi  établie. 

J'observe  d'abord  que  l'on  peut  toujours  trouver  deux  nondnx^s 
réels  et  positifs,  M  et  a,  tels  que,  si  l'on  considère  le  développement  des 
deux  fonctions 

Ri(x, ,  X.,,  ...,  x„)  —  B,-,, .r,  —  B,-,2-^2  — ...  —  C,,,j.7-„ 

et 

M(.T-i-l-.ra  +  .  .  .-h.r„)'^ 
X  —  a  (  j-,  H-  .^2  -t-  .  .  .  -f-  a-,,  ) 

suivant  les  puissances  croissantes  de  x,,  x.,,  ..,,  j:-„,  tout  ternie  du 
second  développement  soit  réel  positif  et  plus  grand  en  valeur  absolut? 
que  le  terme  correspondant  du  premier. 

Il  importe  d'observer  (pie  ces  deux  développements  ne  contienncnl 
ni  terme  indépendant  des  x,  ni  termes  du  premier  degré  par  rapport 
aux  Xi. 

Soient  q  et  ^  deux  noml)res  positifs  que  je  me  réserve  de  détermintM- 
plus  complètement  dans  la  suite.  Je  prendrai  ni'  =  q. 

Posons,  pour  abréger, 

S  =  9;(  «) 4- 9,(//) -+-...+ 9'„(/0- 

Nous  pr<Midrons 

-  73s- 
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(le  sorto  que  les  équations  ( 2' )  s'écriront 


'  7?S5 


('2')  ?X^")=^?X'f)-+-7zrïs' 

Pour  achever  de  déterminer  les  séries  (3'^,  il  faut  encore  se  donner 

les  n  coefficients 

\\      W A''. 

\ous  prendrons 

-\''=  \''=...=  A''. 
-  *  (  .'  Il 

De  plus  A','  devra  être  réel  positif  et  plus  g:rand  en  valeur  absoUn- 

que  a;,  a: a:.  .  . 

Il  résulte  de  là  que  Ion  aura  également 

De  plus  toutes  ces  quantités  A'/  seront  réelles  et  positives.  Elles 
satisferont  à  des  écjuations  analogues  au\  équations  (\)  et  qui  s'écri- 
ront 

C/'  sera  un  polynôme  entier  à  coeflicicnls  ri-eis  et  positifs  par  rap[)ort 
aux  quantités 

a;'.   a;= a;"-'. 

et  Ton  aura  d'ailleurs 
Je  supposerai 

(6)  7>^-       7;y?>^^-       '^>^- 

Dans  ce  cas,  si  Ton  envisage  les  deux  fonctions 

Ri(xt,  X.,,  ...,  x„),     R](x,,x. /•„  ) 

qu'on  les  développe  suivant  les  puissances  des  .r,  chacun  des  ternies  de 
degré  deux  ou  de  degré  supérieur  à  deux  du  développement  de  Rj  aura 

Journ.  de  Math,  (i'  série),  tome  VI.  —  Fasc.  IV,  1890.  l^ 
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son  coefficient  plus  grand  en  valeur  absolue  que  le  coefficient  corres- 
pondant de  R,.  (Je  répète  que  ce  que  je  dis  là  ne  s'applique  qu'aux 
termes  de  degré  au  moins  égal  à  2  et  ne  s'applique  pas  aux  termes  du 
premier  degré.)  On  peut  conclure  de  là  que  la  quantité  appelée  plus 
haut  Cf  jouit  de  la  propriété  suivante. 

Xous  avons  vu  que  C'f  est  un  polynôme  entier  par  rapport  aux 
a/" (h  ^p  —  i)  et  que  Cf  est  de  même  un  polynôme  entier  par  rapport 
aux  Af  (/<</>  — i). 

Eh  bien,  chaque  coefficient  du  polynôme  C^/*  est  plus  grand  en 
valeur  absolue  que  le  coefficient  correspondant  de  Cf. 

Cela  posé,  écrivons  les  équations  (4) 

/i=n 

(4)  mrAr-y,ii,,,\i=cf. 

Il  =  i 
Le  déterminant  de  ces  équations  est  égal  à  F(/;//'  );  appelons 

les  divers  mineurs  du  premier  ordre  de  ce  déterminant. 
On  tirera  des  équations  (4)  les  équations  suivantes 

Par  hypothèse,  F(m^)  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  p  |)liis 
grande  que  i.  D'autre  part. 

Y{mi') 

considérée  comme  fonction  de  m'' est  une  fonction  rationnelle  dont  h' 
numérateur  est  un  polvnôme  de  degré  h  —  i  et  le  dénominateur  un 
[)olynôme  de  degré  n.  Donc,  quand  p  tend  vers  l'infini,  cette  fonction 

nitionneile  tend  vers  o,  et  — p^  tend  vers  une  limite  lime. 

(Jii  peut  donc  trouver  un  noml)re  positif  H,  tel  ([ue 


/«/' !•"/,<.(  lui'  ) 


<n, 


F I  m  I'  ) 
et  cela  pour  toutes  les  valeurs  de  /,  k  et/;,  sauf  p(jur/y  :=  1 
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On  a  alors 

(7)  Im^Af   <H[  C^|  +  |q:4-...4-!C;:|l. 

Je  supposerai  que  Ton  choisisse  q  de  telle  sorte  cjuc 

(«)  î'-î<^- 

Il  est  toujours  possible  de  choisir  ^  et  [i  de  façon  à  satisfain*  aux 
conditions  (G)  et  (8). 

Soit  q^  un  nombre  compris  entre  i  et  |  /?2  |. 
Soit 

_         Ios(«H) 
^^"  ~  log|m|-logv„  ■ 
L'équation  en  q 


m 


admet  une  racine  supérieure  à   i.   Comme  elle  n'a  quunc  variation, 
elle  n'en  admet  qu'une.  Il  est  vrai  que  p^  n'est  pas  en  j^^énéral   lui 
entier,  mais  Laguerre  a  montré  que  la  règle  de  Descartes  s'applique 
encore  quand  les  exposants  ne  sont  pas  entiers. 
D'ailleurs  il  est  aisé  de  voir  que,  pour  y  >  r . 

qP.-q 
est  constamment  croissant. 

Soit  donc  q^  cette  racine  plus  grande  que  i . 
Je  dis  que,  si  l'on  fait 

l'inégalité  (8)  sera  satisfaite  tant  pour  les  exposants  p  supérieurs  ',\  p^ 
que  pour  les  exposants  p  inférieurs  kp^. 
En  effet,  pour  p  >►  /?o,  on  a 

:  m   I'     ^  \m\>'^\\m\'    ^  \|  m  |  /  n\\ 
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et  pour  jo  «<  p,^,  on  a 

q      q<^q,     7»<^yi     vt— „ii<-„H 


C.  Q.  F.  D. 


Une  fois  q  déterminé,  il  reste,  pour  satisfaire  aux  inégalités  (G),  à 
faire 

Cela  posé,  je  dis  que 

En  effet,  supposons  que  cela  soil  vrai  des 

je  dis  que  cela  sera  vrai  des  Af . 

En  effet,  les  coefficients  du  polvnonie  C'f  étant  plus  grands  que  ceux 
du  polynôme  Cf ,  on  aura 

|Cfi<c;.'\ 

d'où 

.  I c^-^ c^+. . .+  c;^ I < c;^ ^ C/-1-. . .^ (:;=  //(_:/'. 

puisque 

Linégalité  (7)  devient  alors 

I)  aulrc  pari,  ri'qualiou  (4)  donne 

qP-q 

OU,  en  lenanl  couqite  do  (^8), 

([))  |Af   <A;/'.  c.o.  1.  I.. 
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D'après  le  paragraphe  précédent,  les  séries  (3')  convergent  et,  si 
Ton  a  égard  à  Tinégalité  (9),  on  verra  que  les  séries  (3)  convergent 
également.  Elles  définissent  donc  des  transcendantes  qui  jouissent  d'un 
théorème  de  multiplication  et  qui  par  conséquent  sont  uniformes. 

Donc  il  existe  des  transcendantes  uniformes  qui  admettent  un 
théorème  de  multiplication  quelconque,  pourvu  que  F(//^)  (détermi- 
nant des  équations  4  his)  soit  nul  et  que  ¥{m'')  ne  soit  pas  nul  pour 

Si  le  déterminant  des  équations  (4  bis)  est  nul,  ainsi  que  ses  mineurs 
des  h  —  I  premiers  ordres,  ces  transcendantes  contiendront  h  con- 
stantes arbitraires  [^,,  [^25  •  •  -^  [^/<- 

Elles  en  contiendront  donc  //,  si  tous  les  éléments  du  déterminant 
sont  nuls,  c'est-à-dire  si 

■ 


FONCTIONS    ENTIERES. 

Nous  avons  vu  que,  si  les  fonctions  R,  se  réduisent  à  des  polvnomes 
entiers,  les  fonctions  9/(«)  sont  des  transcendantes  entières. 

Si,  au  contraire,  les  fonctions  R,-  ne  sont  pas  des  polynômes  entiers, 
les  fonctions  ç,(w)  sont  méromorphcs,  mais  non  holomor])hes  dans 
tout  le  plan. 

Mais,  dans  ce  cas,  on  peut  regarder  chacune  des  fonctions  o,(  u  ) 
comme  le  quotient  de  deux  fonctions  entières  qui  admettent  un  théo- 
rème de  multiplication. 

Supposons,  en  effet,  (|ue  les  fonctions  R^  soient  des  fractions  rallrui- 
nelles  et  réduisons  ces  fractions  au  même  déuojninateur.  l^osous 

i:>     ^1  I  >    '2  I  )  '  Il 

•^1— î3 — '         ^^i—  M — '         •••'  •»«=n — > 

p,,  p.,,  . . .,  P„,  P„+,  sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  s,(  //  ). 
Ooi//) ':j„{u)\  les  /i  premiers  s'aruiulcul  quand  ç-,!//),  z^.,(u) 
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o„(m)  s'annulent,  et  il  est  permis  de  supposer  que  P„+|  se  réduit  à  i 
pour 

Soit  q  le  plus  grand  des  degrés  des  polynômes  P,,  Po,  . . .,  P„+,. 
Dans  nos  polynômes  remplaçons   9,(w),    0.2(11),   ...,   9„(^^/)  par 

^^ ,  ^^  ?  •  •  -3  ^^-^  et  multiplions-les  ensuite  par  zl^^  ;  il  viendra 


:^L.P4^'^"--'T^  =Qh-.'-^ --^- 


•■/i^i  ~-«+i 


()y;  sera  un  polynôme  homogène  de  degré  q  en  z,,  z.,,  . . .,  z^_^f  qui 
pourra  contenir  en  facteur  une  puissance  de  ^„+,  si  le  degré  de  P^t 
est  inférieur  à  q. 
Posons  maintenant 

les  équations  (  2)  deviendront 

^  ^^  'l,(mu)         _     0,[.L,(f/),  •h.{u),   ■■■,  •;„(").  i4-'I/„-vi(»)]    _ 

Nous  pouvons  les  remplacer  par  les  suivantes  : 

(  jo)  '  (  /=  I,  2,  . ..,  n), 

[  'i/^^,  (mu)  =  Q„^,  ('Il  (w),  'y,(u),  . . .,  •i^„(w),  I  +  'J;„^,  (  w^i]  -  r . 

S'il  existe  des  fonctions  ^,(^^)  qui  admettent  le  théorème  de  nuilli- 
plication  exprimé  par  les  équations  (10),  les  fonctions 

adiiicllioiil    le    théorème   de    multiplication   exprimé    par    les    ('cpia- 
lions  (2). 
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Or  nous  avons  vu  qu'il  existe  des  fonctions  uniformes  qui  admettent 
uu  théorème  de  multiplication  quelconcjue,  pourvu  que  certaines  con- 
ditions très  simples  soient  satisfaites. 

Voyons  si  ces  conditions  sont  remplies  par  les  équations  (  lo). 

J'observe  d'abord  que 


Qn       Q., 


Q«     «^t     Q,^, 


s'annulent  pour 


+  .  =  '|.=.-.=  'i/„='|,^,  =  o. 


Développons  alors  les  seconds  membres  des  cqualious  (  lo;  suivant 
les  puissances  croissantes  des  '|  et  examinons  les  termes  du  premier 


degré 


De  même  que  nous  avons  appelé  plus  haut  B,^^  le  coefficient  de  ç^ 
dans  le  développement  de  R,-,  nous  appellerons  B;^.  le  coefficienl  dri,, 
dans  le  développement  de  Q,.  On  aura  manifestement 


B' 


=  o 


(  /,  A-  =  I  ,  2 , 

(/■=   I,   2,    ... 


Nous  avons  posé  plus  haut 


FiS)  = 


B.. 


B. 


Nous  poserons  de  même 


P(S)  = 


B.,-S 


'^.+.,1 


Bo,2  -  S 
B_ 


b;. 

B.. .  -  S 


B,.„ 
B.,„ 

B„ ..  -  S 


B. 


B„.,,„.,  -  S 
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Los  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  le  théorème  de 
multiplication  (lo  )  soit  possible  sont  les  suivantes 

(II)  F'{m)=o,  F'(mP)^o  (/>>!). 

Or  on  a 

FXS)=F(S)(^-S). 

De  plus,  les  conditions  fondamentales  étant  supposées  remplies  pour 
les  équations  (  2  ).  on  aura 


F(m)=o.  FO??/') 


Les  conditions  (i  i)  seront  donc  remplies  pourvu  que  q  ne  soit  pas 
l'tial  à  une  puissance  entière  de  m  (la  première  puissance  exceptée). 

Les  fonctions  ■y',(w)  existent  donc;  ce  sont  des  fonctions  entières,  et 
Ton  a 

0/(  Il  )  =    j T— r  5 

ce  (pii  montre  que  les  fonctions  o,(  // )  sont  bien  égales  au  quotient  de 
deux  transcendantes  entières  admettant  un  théorème  de  multipli- 
cation. 

C'est  ainsi  que  les  fonctions  elliptiques,  par  exemple,  sont  égales  au 
(|uotient  de  deux  fonctions  0,  qui  admettent,  comme  nous  l'avons  vu. 
un  théorème  de  multiplication. 

Il  n'y  a  de  difficulté  que  si  q  est  une  puissance  entière  de  m  ;  mais 
nous  pouvons  prendre  pour  q  soit  le  plus  grand  des  degrés  des  poly- 
nômes P)t,  soit  tout  nombre  entier  plus  grand;  nous  pouvons  donc  tou- 
jours éviter  que  q  soit  une  puissance  entière  de  m. 


THEOREMES    CREMONIENS. 

Lu  cas  parliculiei-  digue  diutérèt  est  celui  où  le  théorème  de  mul- 
li[)lication  défini  jtar  les  ('quations  (2)  est  némonicn.  Voici  ce  que 
I  l'iiiciids  par  là  : 
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Considérons  les  équations  (2) 

9,.(/;zv/)=R.[o,(;/\  o.,(u),  ...,  o„(n)\. 
Késolvons  ce  système  d'équations  par  ra[)port  à 

il  viendra 

Oi(u)  =  'èi[z>,(f/iu),  z>.Amu),  ...,  ç,„(mw)]. 

Si  les  fonctions  S^  sont  rationnelles,  la  subslilulion 

est  une  substitution  Crémone;  je  dirai  alors  cpie  le  tliéor("'in<'  de  niidli- 
plication  est  crémonien. 

Plaçons-nous  dans  le  cas  où  les  (juantités  appelées  plus  haut  B,  ^  ont 
les  valeurs  suivantes 

B/.,=  W,  B,-;;=o  (/g  A). 

Dans  ce  cas  les  séries  fondamentales  (3)  dépendent  dr  //  constantfs 
arbitraires 

Po        p:2  5         •  •  -7        pw 

Si  le  théorème  défini  parles  é(pialions  (2)  est  crémonien  et  si  di- 
plus  on  a 

1^/./=/^',  K/.A=o         {i<^')y 

je  dirai,  pour  abréger,  que  les  fonctions 

cp,(w),     o.,(u),     •••,     9„U^V 

sont  crémoniennes.  Les  fonctions  crémoniennes  méritent  par  leurs  cu- 
rieuses propriétés  de  retenir  quelque  temps  notre  attention. 

Le  cas  le  plus  simple  est  évidemment  celui  où  la  substitution  (  hr- 
mona  se  réduit  à  une  simple  substitution  linéaire,  c'est-à-dire  celui  où 
les  fonctions  R,  se  réduisent  au  quotient  de  deux  polynômes  du  pre- 

Journ.  de  Malh.  i  \'  série),  tome  VI.  —  l-"asc.  IV,  1890.  l\j 
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inier  degré,  le  dénominateur  étant  le  même  pour  toutes  les  fonc- 
tions R,.  Mais  ce  cas  ne  présente  pas  d'intérêt  ;  car  il  est  aisé  de  véri- 
fier que  les  fonctions  0/(w)  se  réduisent  alors  à  la  forme 

I  —  y.  Il 

les  a  et  les  ^  étant  des  coefficients  constants. 

Nous  ne  nous  occuperons  donc  que  des  fonctions  crémoniennes  cor- 
respondant à  des  substitutions  Cremona  d'ordre  au  moins  égal  à  2. 
Ces  fonctions  sont  caa\^ctérisées  par  ce  fait  que 

z>,(/nPu),     o.,(mPu),      ...,     oJmPii) 

sont  des  fonctions  rationnelles  de 

9,(w),     o.{u),     ...,     9„(w.), 

([uandy;  est  un  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 
Je  me  poserai  d'abord  la  question  suivante  : 
Peut-on  disposer  des  n  constantes 

qui  entrent  dans  nos  séries  fondamentales,  de  telle  sorte  que  les  fonc- 
tions 

o,(w),     92(w),     ...,     9„(«) 

puissent  prendre  tel  système  de  valeurs  que  l'on  veut? 
Soit,  par  exemple, 

9,  (//)=«,,  o.{u)^a.,        ....,  -^„{u)=a„ 

ce  système. 

Considérons  alors  le  système 
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Si  nous  appelons,  pour  abrêi,'cr, 

«,  C,     a.,Cj     . . .,     ««C, 
ce  que  devient  le  système 

(jiiand  on  lui  applique  la  transformation  Crémona  envisaj^M'e :  si  nous 
.ijqtelons  de  même 

ce  que  devient  ce  même  système  quand  on  lui  applique  p  fois  cette 
même  transformation  Cremona  :  si  nous  appelons 

a ,  C~' ,     a., O' ,      . . . ,     a„C'\ 

ce  que  devient  ce  système  quand  on   lui  a|)|)li([ii<'  la  Iraiisloriiialinii 
Cremona  renversée  ;  si  nous  appelons 

ce  que  devient  ce  système  quand  on  lui  appli(ju('  p  fois  cette  transfor- 
mation renversée,  il  est  clair  que  Ion  aura 

Si/?  est  entier  positif  et  qu'on  le  fasse  croîtreau  delà  de  toute  limite, 
les  premiers  membres  de  ces  égalités  tendront  vers  o,  car  les  fonctions 
o,(w)  s"annulent  avec  w;  on  aura  donc 

lima,  C-P  =  lima,  CrP  = . . .  —  lima^C-''  =  o         {p  —  oc). 
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Celte  condition  est  donc  nécessaire  pour  que  l'on  puisse  disposer 
des  ^,  de  telle  sorte  que 

z^(u)=a^.  ':j^{u)=  a.-,.  ...,  o„(w)=<:/„. 

Je  dis  que  cette  condition  est  suffisante. 

I']n  effet,  nous  avons  vu  que  9,,-92'  •••i  'in  ^o^it  des  fonctions  de 
|iJ,;/,  ^2^7  ••••)  !^«"  fiui  peuvent  se  développer  suivant  les  puissances 
croissantes  de  ces  variables  pourvu  que  leurs  modules  soient  asspz 
])otits. 

Posons  donc 

.   -,  =  'î^(%if'  ?u'^  •••7  %ii), 

I  ' 

le  déterminant  fonctionnel  des  o  par  rapport  aux  \>,//  ne  sannulc 
pas  pour  if  =  ().  On  pmit  donc  tirer  des  équations  (i>.  ) 

l;-^;:;-; ••' 

les  fonctions  -^  pouvant  se  développer  suivant  les  j)uissanccs  dfs  z,- 
|)<niivu(pie  le  module  de  ces  quantités  soitassez  petit,  c'esl-à-diif  pourvu 
qiK^  fou  ail 

(^ela  [)osé,  des  équations 
(iV)  Oi(u)=ai         (/=  I,  2.  .... // ) 

iif)iis  pouvons  tirer 


''\/n''/  ' 
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Si  les  conditions  énoncées  plus  haut  sont  satisfaites,   cVsl-à-cliiv  si 

Ton  a 

lim«,(^"^'=o  ([mm-  p  =--y^), 

on  pourra  prendre/)  assez  grand  pour  (jue 
et  alors  on  aura,  en  vertu  des  équations  (  «3  ), 

on  aura  donc  trouvé  des  valeurs  de  ^,,  ^o,  •  •  -,  ?«  qui  satisfcionl  an\ 

équations  (i4)-  ^"  *^"  ^'  ^'" 

Appelons  point  analytique  un  système  de  n  quantités  (luelconcpics, 

par  exemple  le  système  a,,  a.,,  . . .,  <2„;  appelons  domaine  un  eiiseiuMc 

(pielconque  de  points  analytiques. 

La  question  que  nous  nous  sommes  posée  est  la  suivante  : 
Quapdon  donne  à  |3,,  flo,  ...,  fl,,  toutes  les  valeurs  possibles,  o,{u), 

o^(ii),  ...,  o«(w)  peuvent-ils  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  ou 

bien  le  point  analytique  9,(^0'  ?2(«')^  •••,?«(«)  reste-t-il  compris 

dans  un  certain  domaine? 

Il  résulte  évidemment  de  ce  qui  précède  (pie,  si  Ton  a 

lim«/C~^  =  o, 

(piel  que  soit  le  point  analytique  a,,  «27  •  •  •?  ^«i  1*"^  fonctions  o,  (//  ), 
o.(w\  . . .,  o„(u)  pourront  prendre  toutes  les  valeurs  possibles. 

Si,  au  contraire,  les  points  analytiques  qui  jouisseiil  de  la  propriété 

\uuaiC~P  =  o, 

appartiennent  à  un   certain  domaine  D,    le  point  aiiaixlicpie  ^.U/), 
o.>('m),  . . .,  On{u)  restera  compris  dans  ce  domaine  1  ). 

Tout  dépend  donc  des  propriétés  de  la  substitution  Cremona.  Je  ne 
crois  pas  que  les  substitutions  Cremona  aient  été  étudiées  juscju'ici 
d'une  manière  approfondie  à  ce  point  de  vue  spécial;  d'auliv  pari,  les 


M  2 
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bornes  de  ce  travail  ne  me  permettent  pas  d'y  insérer  une  étude  aussi 
df'licate  et  aussi  complexe.  Je  laisserai  donc  sans  solution  la  question 
suivante  : 

('oniiiient pciit-on  reconnaître  si  une  substitution  Crcniona,  appli- 
quée une  infinité  de  fois  à  un  point  analytique,  fait  tendre  ce 
point  analytique  vers  un  même  point  limite  quel  que  soit  le  point 
analytique  qui  ait  sevK'i  de  point  de  départ'} 

11  est  clair  d'abord  ({u'un  point  limite  ne  peut  être  qu'un  des  points 
doubles  de  la  substitution  Cremona,  c'est-à-dire  un  point  analvtique 
satisfaisant  à  la  condition 


(7,(^=a,,  <7^C=:a^, 


a„  C  =  a„ 


Soit  a",  al,  . . .,  a"  un  point  double  quelconque. 
Mais  tous  les  points  doubles  ne  sont  pas  des  points  limites.  Formons 
I  t'(|uation  suivante  en  S 


d(a,C) 


—  b 


r/Ca,C) 


dai  drii 

d{aiC)  dia.C) 


da.2, 
d(a,C) 


da, 
d{ff.,C) 


h 


d{a„C) 
da^ 

d{a„C) 
da., 

d(  a„  C  ) 


da, 


—  b 


da,i  da„ 

cl  j'aisons,  dans  le  premier  membre  de  cette  (Miualion, 

<>  n 


=  o. 


a,  =  «,, 


a„  =  a. 


nous  aurons  une  équation  algél)ri(|ue  de  degré  n  en  S. 

Ou  bien  les  modules  des  racines  de  cette  équation  seront  lr»us  j)lus 
j^rands  (pie  i . 

I  )ans  ce  cas,  on  a  ma 


lima/C~^=  «",  pour/;  —  oc, 
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pourvu  que-l  «,  —  a"  ]  soit  suffisamment  petit  et  le  point  analytique  a], 
al,  .  . .,  al  sera  un  point  limite  de  la  substitution  inverse  C~'. 

Ou  bien  les  modules  des  racines  seront  tous  plus  petit  que  i ,  et  1  on 
aura 

lim6r,C/'=a"  (pour/;  =  ^), 

pourvu  que  |«/  —  a^  \  soit  suffisamment  petit  et  le  point  a',',  a",,  ...,  (t", 
sera  un  point  limite  de  la  substitution  directe  C. 

Ou  bien  les  modules  des  racines  seront  les  uns  plus  <;rands  et  les 
autres  plus  petits  que  i,  et  le  point  «",«",  ...,  «"  ne  sera  pas  un  point 
limite,  ni  pour  (],  ni  pour  C~'. 

Il  V  a  lieu,  en  outre,  de  considérer  les  points  limites  oscillants.  .1  ap- 
pelle ainsi  les  points  cpii  sont  des  points  limites  pour  une  puissance 
entière  positive  C'  de  C  sans  être  des  points  limites  pour  C. 

Il  est  clair  que,  si  une  substitution  C"'  possède  plusieurs  points  li- 
mites ou  plusieurs  points  limites  oscillants,  on  ne  pourra  pas  avoir 

lim  ai  CrP  =  o  (p  =  yz), 

quel  que  soit  le  point  analytique  initial  «,,  a,,  . . .,  «„. 

Il  doit  être  facile  de  construire  des  substitutions  Cremona  qui  ad- 
mettent plusieurs  points  limites.  Si  l'on  appelle  9,(w),  92(^0^  •••' 
9„(w)  les  fonctions  crémoniennes  correspondantes,  le  point  analytique 
9,(ï^),  9o(w),  . . .,  9«(«)  restera  conqiris  dans  un  certain  domaine  D. 

Il  est  à  remarquer  que  ce  domaine  1)  reste  le  même  quel  cpie  soit  u, 
car  il  est  défini  par  la  condition 

lim<2iC~^=  o, 
où  u  n'intervient  pas. 

Je  suis  parvenu  éi;alement  à  former  des  substitutions  Cremona  C"' 
qui  n'ont  qu'un  point  limite  o,  o,  . . .,  et  qui  sont  telles  que 

lim«,G"^=  o, 

quel  que  soit  le  point  analytique  a,,  a^,  . . .,  a„,  sauf  pour  des  ponits 
ou  des  lignes  exceptionnels.  Les  fonctions  crémoniennes  correspon- 
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dantes  sont  donc  telles  que  ç*,  {u),  o.^i  u),  . . .,  ^n{u)  peuvent  prendre 
toutes  les  valeurs  possibles.  On  trouvera  ces  exemples  plus  loin. 

Dans  le  doute,  je  me  bornerai  à  appeler  D  le  domaine  où  le  point 
analytique  o,  (m),  ç-jI^')?  •  •  -7  9«(  u)  reste  compris  sans  exclure  le  cas 
où  le  domaine  D  comprendrait  tous  les  points  analytiques  possibles, 
sauf  quelques  points  exceptionnels. 


PROPRIETES  DES  FONCTIONS  CREMONIENNES. 

Reprenons  les  équations 
d'où  nous  avons  tiré 


et  proposons-nous  d'étudier  les  fonctions  •\i. 
Nous  avons  vu  d'abord  (pi(;,  si 

ces  fonctions  peuvent  se  développer  suivant  les  puissances  ci'oissaiiles 
des  z  :  ce  sont  donc  des  fonctions  uniformes  des  z. 

Va\  second  lieu,  ces  fonctions'];,  d'a[)rès  leur  (h'IinilioM,  nevisicnt 
(pi'à  l'intérieur  du  domaine  1). 

Je  dis  qu'à  l'intérieur  de  ce  domaine  tout  entiei-,  c'est-à-dire  par- 
tout où  elles  existent,  elles  sont  uniformes. 
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On  a,  ep  effet, 

^,u  =  -l,{z,,  z,,  ...,:r,)=m/^  •}/:;,  C-^  z,C-p,  ...,  z,C-P). 

Si  le  point  analytique  z^^  z.,^  . .  .,  z„  appartient  au  domaine  D,  on 
pourra  prendre  p  assez  grand  pour  cpie 

\z,C-p\<Cz        (A-  =  i,2,  ...,/0. 

Alors  '^lU  est  une  fonction  uniforme  de  -,C~''',  -^aC"^,  .  ..,  Zn^~''- 
Mais  z^iJ~P^  z.Aj~p,  ...,  ZnCrP  sont  des  fonctions  rationnelles  de  z^, 
Z.2,  . . .,  z^.  Donc  '^iU  est  une  fonction  uniforme  de  :r,,  z._,,  . . .,  z,^. 

Ainsi  les  fonctions  'j//  sont  uniformes. 

Cherchons  cjuels  sont  les  points  où  ces  fonctions  vî/,  deviennent  indé- 
terminées. 

Si  p  est  assez  grand  pour  que 

\z,QrP\<z         {k  =  i,i,  ...,  n), 

^iU  est  une  fonction  uniforme  et  déterminée  des  z^Ctp.  Pour  que  ^,w 
soit  une  fonction  indéterminée  des  ^y^,  il  faut  donc  que  les  z^Ctp  soient 
des  fonctions  indéterminées  des  -a,  ce  qui  peut  arriver  : 

1°  Si  les  Zi,CrP  sont  fonctions  indéterminées  des  j/.C"''^'  ; 

2°  Si  les  z^CrP^^  sont  fonctions  indéterminées  des  r^C"'"'^'; 

1 

p^  ou  enfin  si  les  z,,C~^  sont  fonctions  indéterminées  des  z,,. 

Or  la  substitution  C  étant  une  substitution  Cremona,  les  z^C  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  :i,,  Jo,  . . .,  z„\  ces  fonctions  rationnelles 
ne  peuvent  devenir  indéterminées  (pie  si  leur  numérateur  et  leur  déno- 
minateur s'annulent  à  la  fois. 

Or  cela  arrive  en  certains  points  qui  sont  connus  sous  le  nom  de 
points  fondamentaux  de  la  substitution  C. 

Si  pour 

le  numérateur  et  le  dénominateur  de  Tune  au  moins  des  //  fonctions 

rationnelles 

j,  C,     -o L.,      . . .,     ^/, ^ 

Journ.  de  Math.  (4°  série),  tome  VI.  —  Fasc.  IV,  1890.  44 
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s'annulent  à  la  fois,  le  point  analytique  y.^,y..^.  ••-,«„  est   un  point 
fondamental  de  la  substitution  C. 
De  même,  si,  pour 

-       »»  -       >/  -       "V' 

~-  f    ,   I  •  ~"  J  i  2  ?       .  •   •  •  5  "  «  (  «  7 

le  numérateur  et  le  dénominateur  de  Tune  au  moins  des  n  fonctions 
rationnelles 

-  ('-'         -  ("-'  -  r-' 

s'annulent  à  la  fois,  le  point  analytique  y,,  y,?  — 7«  ^^^   ^^n  point 
fondamental  de  C~', 

Pour  que  les  z^Cr^^''  soient  fonctions  indéterminées  des  r^C"^^^^'. 
il  faut  donc  et  il  suffit  que  l'on  ait 

■^k^^  —    (Al 

le  point  analytique  y^  T25  •  •  ••  7«  étant  Tun  des  points  fondamentaux 
de  C~',  ou  bien 

Pour  que  les  z^Cr^  soient  fonctions  indéterminées  des   r^,  il  faut 
donc  que  Ton  ait 


ou 
ou 
ou 


Enfin,  pour  que  les  fonctions  '.]>,  soient  indéterminées,  il  faut  que  l'on 
ait  ou  bien 

~-  ,  —    j  )  ,  w  j  —    j  2  "  •  •  •  1  •■■n  —    (  /( • 

ou  l)icn 

q  étant  un  <-nli<'r  positif. 


-A  — 

'  |A 

--»=• 

VaC, 

--  T>.C 

]2 

k  —  r> 

,0—. 
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Vai  d'autres  termes,  les  points  d'indétermination  des  fonctions  vj/, 
sont  les  points  fondamentaux  y,,  y,?  •••î  T«  <Jc  C^~'  et  leurs  transformés 
par  les  diverses  puissances  entières  positives  de  C. 

Je  terminerai  ce  qui  regarde  les  fonctions  '^  en  disant  qu'elles  no 
peuvent  avoir  de  point  singulier  essentiel  à  l'intérieur  même  du  do- 
maine D,  mais  seulement  sur  les  limites  de  ce  domaine.  Dans  le  cas 
particulier  que  nous  n'avons  pas  exclu,  où  le  domaine  D  comprend 
tous  les  points  analytiques  possibles,  sauf  quelques  points  exception- 
nels, ce  sont  ces  points  exceptionnels  qui  serviront  de  limite  au  do- 
maine D  et  qui  seront  les  points  singuliers  essentiels  des  fonctions  ']/,-. 

Cherchons  maintenant  quelle  relation  il  y  a  entre 

el 

w,  et  z/o  étant  deux  valeurs  quelconques  de  n. 

Je  dis  que  9,(«,)  est  une  fonction  uniforme  deç,(wo),  92(^^0)5  •••1 
o„(?/o)  tant  que  le  point  analytique  o,(Wo)j  92(7^0)7  •••?  9„(^'o)  ^^^a 
compris  dans  le  domaine  D. 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède, 

sont  des  fonctions  uniformes  de 

9,(^/0),     92(^^)5     ■•-     9,/('^iV 
D'autre  part, 

sont  fonctions  uniformes  de 

Enfin 

9,(//,\     9o(//,),     ...,     9,A'^) 

sont  fonctions  uniformes  de 

.3,^^,,      3,'/,,      ••.,     ?««,- 
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Donc 
sont  fonctions  uniformes  de 

?.("o),       92(^0),       •••,       ?«(^'o),       '-• 

Appelons  Pq  le  point  analytique 
et  P^  le  point  analytique 

Nous  voyons  d'abord  que,  si  l'un  des  deux  points  Po  et  P,  appar- 
tient au  domaine  D,  il  en  est  de  même  de  l'autre;  d'autre  part,  les 
coordonnées  de  P,  sont  fonctions  uniformes  de  celles  de  Pq,  et  les 
coordonnées  de  Po  fondions  uniformes  de  celles  de  P,. 

En  d'autres  termes,  la  correspondance  entre  Po  et  P,  définit  une 
transformation  biuniforme  du  domaine  D  en  lui-même. 

Cette  transformation  biuniforme  devient  birationnelle  quand  —  est 

une  puissance  entière  positive  ou  négative  de  m.  Il  n'en  est  pas  de 

môme  en  général  si  —  est  quelconque  ;  car  les  points  d'indétermination 
«0 

des  coordonnées  de  P,  considérées  comme  fonctions  des  coordonnées 

de  P„  sont  en  général  les  mêmes  que  les  points  d'indétermination  des 

fonctions  ']/. 

Tout  me  porte  à  croire  que  les  transcendantes  qui  définissent  les 

coordonnées  de  P,  en  fonctions  des  coordonnées  de  Po  n'existent  en 

général  que  dans  le  domaine  D.  Toutefois  je  n'ai  pu  le  démontrer 

rigoureusement;  il  y  a   certainement  au   moins  un  cas  d'exception, 

puisque,  si  —  est  une  puissance  de  /n,  les  coordonnées  de  P,  sont  fonc- 
«0 

tions  rationnelles  de  celles  de  Po-  Mais  il  est  possible  (et  même  pro- 
bable) qu'il  n'y  en  ait  pas  d'autre. 
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Cliercliojis  maintenant  à  exprimer 

en  fonctions  de 

9,(w),     9o(w),     ...,     z.Ju) 
et  de  a. 

En  premier  lieu, 

sont  fonctions  uniformes  de 

?.(")'  ?2(W),  •..,  ?«(^'j- 

D'ailleurs  9,  (^/),  ÇoC"),  .  ..,  cp^X")  sont  fonctions  niiifornirs  de 

?.,      (^2,      •••,      ?«     el      //. 
Donc 

sont  fonctions  uniformes  de 
D'autre  part,  si  nous  posons 

'^i(if)  devient  une  fonction  de  //  varial)les  //,,  ?/.,,  ....  //,.  d  l'on  a 

d'où 

d'où 

u  0;(in=  u.  -~-  -+-  u.,  -—  -h . . .  -f-  //„  -r-  ■ 

'  '^  '  (/l/^  -  au -2  <li(„ 

ce  qui  montre  que  u  '^'((u)  est  une  fonction  d(>  u^.  11^ //,  dii.  ce 

([ui  revient  au  même,  de  [3,  u^  [ïJo//,  . .  .,  ^„?/. 
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Mais 

?<^, 

%u,      ..., 

%.u 

sont  fondions 

de 

Çi 

.(^0. 

92(//),       ..., 

'in( 

Donc  II  "^ii  if)  est  une  fonction  de 

Ainsi  les  fonctions  Oi(ii)  satisfont  à  un  système  d'équations  diffé- 
rentielles de  la  forme  suivante 


les  fonctions  F,  étant  des  transcendantes  uniformes  dans  le  do- 
maine D. 

Ces  transcendantes  uniformes  admettront  mêmes  points  d'indéter- 
mination que  les  fonctions  '<];, 

.l'ai  dit  plus  haut  que  les  fonctions  '|^  n'existent  que  dans  le  do- 
uiaine  D.  Cela  demande  quelques  mots  d'explication.  Supposons,  par 
exemple,  que 

existent  dans  le  domaine  o  défini  par  les  inégalités 

r",  r",  . . .,  j",  p,,  p^,  . . .,  p„  étant  des  constantes. 

Les  '|,  devraient  être  développables  à  l'intérieur  de  ce  domaine  sui- 
vant les  puissances  des  Zj,  —  z\. 

Supposons  (pic  le  domaine  g  soit  situé  en  partie  à  l'intérieur  de  D, 
en  partie  à  l'extérieur  de  D, 

("est  là  ce  qui  devrait  arriver  si  les  fonctions  '\  pouvaient  être  pro- 
longées au  delà  du  domaine  D. 
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Reprenons  les  fonctions 


et  substituons-y  'j^,,  -sp^,  . . .,  'j^«  à  la  place  de  [5l,  w,  [3 ^ //,...,  3„w;  nous 
verrons  cp,,  cpa?  •  •  -7  ?«  devenir  fonctions  de  :r,,  r^,  .  . .,  w,^. 

Dans  le  domaine  o,  nous  savons  que  'j*,,  'l'a,  •  ••?  j^w  sont  fonctions 
holomorplies  de  ^,,  Jo,  . . .,  ^«;  donc  <|,,  'l'a,  . . .,  'j-^  restent  finis  dans 
ce  domaine. 

D'autre  part,  nous  savons  que,  quelles  que  soient  les  (piantités  [i^  i/. 
!ioW,  ...,  ^„w,  pourvu  qu'elles  soient  finies,  les  fonctions  ^,,  o^,  .... 
'^„  sont  méromorplies  et  le  point  analytique  cp,,  o^,  . . .,  o„  resto  dans 
le  domaine  D. 

Donc,  quand  le  point  z^,  z,,  . . .,  z^  restera  dans  le  domaine  o,  les 
quantités  cp,-  seront  fonctions  méromorplies  des::,  et  le  point  Ç/,,  ç>.,  — 
On  restera  dans  le  domaine  D. 

Mais,  d'après  la  définition  des  fonctions  9  et  ]/,  on  aura,  dans  la 
partie  de  0  qui  appartient  à  D  et  par  conséquent  dans  tout  le  <lo- 
maine  ^, 

Le  point  ç,,  cp^,  •  •  -,  ?«  ^e  sortant  pas  de  D,  il  doit  en  èlre  de  même 
du  point  z^,  To,  .  ..,  z,^. 

Donc  il  est  impossible  qu'une  partie  de  0  soit  extérieure  à  1). 
Donc  les  fonctions  '\>  n'existent  pas  en  deliors  de  D.  c  o.  r.  u. 

Les  fonctions  '|  sont  donc  uniformes  partoul  où  elles  existeut. 

Nous  cn'ons   donc  des  fonclioiis    uni f ormes  de   u  varudiles   r,. 

r., z,^  qui  sont  multipliées  par  un  facteur  constant  m  quand  ces 

varialdes  subissent  une  substitution  Cremona  don/tée. 

Le  rapport  d(;  deux  fonctions  |/,  par  exeuqile  ^^  demeure  lualléré 
par  la  substitution  Oemona. 


352  H.    POING  ARE. 

Tout  me  porte  à  croire  que  la  fonction  —   n'existe  pas  en    dehors 

de  D  cl  est  par  conséquent  uniforme  partout  où  elle  existe;  je  n'en  ai 
pas  toutefois  de  démonstration  rigoureuse. 

Toutes  les  fois  qu'on  pourra  le  démontrer,  on  saura  construire  une 
fonclion  uniforme  qui  n'est  pas  altérée  par  la  substitution  Cremona. 

(]'est  ce  qui  arrivera  en  particulier  toutes  les  fois  que  le  domaine  D 
comprendra  tous  les  points  analytiques  possibles,  sauf  quelques  points 
exceptionnels. 

Je  dis  que  toute  fonction  uniforme  F  des  z,  n'existant  que  dans  le 
domaine  D  et  inaltérée  par  la  substitution  Cremona,  est  une  fonction 
i-alionnellc  des  rapports  des  quantités  -^i,  '^o^  .  . .,  '|/„,  si  elle  est  méro- 
morplie  dans  le  domaine  D. 

En  cfTet,  nous  avons 

Otte   égalité    montre   que    F    est   une   fonction   uniforme  de  •'>,, 
(Juand  les  r  subissent  la  substitution  Cremona, 


se  changent  en 


^M  ^.,  ...,  -W 


et  F  ne  change  pas. 

Si  F  est  une  fonction  méromorphe  des  z,    ce  sera  aussi  une  fonction 
iiK'romorphe  des  '},  et  nous  aurons,  dans  le  voisinage  du  point 


•|,   =  'l,=...=  '|^=:0, 


nous  aurons,  dis-je, 

F=^ 

S, 


s,  et  ^t.  elaiil  des  séries  ordomiées  suivant  les  puissances  croissantes 
des  '|. 
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c 

Lo  quotient  ^'  ne  doit  pas  changer  quand  on  cliani,^e 


S, 


^n       'i: 


l'Il 

iirlf.     m'\i., '  //''^„. 

Va  cela  ne  peut  arriver  que  si  les  deux  séries  S,  cl  S^  s.'  ivduiseni  à 
des  polynômes  entiers  homogènes  de  même  degré  «mi   y,,  i^o i„- 

G.  Q.  F.  1). 
EXEMPLES    PARTICULIERS. 

.lai  cherché  à  former  des  exemples  pour  lesquels  le  domaiiK-  D 
comprend  tous  les  points  analytiques  possibles,  sauf  (pielques  poinls 

exceptionnels. 

Les  premiers  exemples  que  j'ai  obtenus  m"oiil  été  fournis  par  «lo 
substitutions  Gremona  qui  peuvent  être  ramenées  à  la  forme 

les  a,  ^,  Y,  0  étant  des  constantes,  ou  doul  une  puissance  peut  élr.' 
ramenée  à  cette  forme. 

Les  fonctions  o,  correspondantes  sont  rationii.-Ii.'s:  ce  cas  iif  pré- 
sente donc  aucun  intérêt. 

.Lai  réussi  ensuite  à  former  un  exemple  un  peu  plus  général. 

Considérons  deux  variables  seulement  et,  afin  d'éviter  les  indices, 
représentons-les  par  x  et  y  et  non  plus  par  z,  et  z.,. 

l'^nvisa créons  ensuite  la  substitution  Cremona 


1)1  e 


...  est  le  nombre  (pie  nous  avons  loujours  appelé  ainsi:  3  est  un.-  «on- 
slante;  enfin  a,  0,  c,  d  sont  des  polynômes  enli.Ms  .mi  x:  je  suppose 
([ue,  pour  ./■  =  o,  on  ait 

h  =  o,         a  =  nu         d—\.         '='■,.• 

Journ.  de  Math.  (','  sOrie  ■,  tome  VI.  -  Tasc.  IV.  iSrj...  ^I> 
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Si  je  désigne  par  G  cette  siibsliliUloii  et  que  je  pose,  pour  abréger. 


oc  —  X  \^^ 

y'=y^^ 

ous  aurons 

7n£C 

Y' -"y-" 

-b 

■'   -  ^-^x' 

-d 

\ous  tirerons  de  là 

œ' 

y          —r.  v' 

-b 

m  -4-  H  /r' 

->r-  n 

Or  «,  h^  c,  d  sont  fonctions  entières  de  x  et  par  conséquent  fonc- 
tions rationnelles  de  x' .  Donc  x  et  y  sont  fonctions  rationnelles  de  x 

Notre  substitution  est  donc  bien  biralionnelle. 

Je  dis  cjue  cette  substitution  admet  quatre  points  doubles. 

En  effet,  pour  que  Ton  ait 

x  =  x\      y=y\ 

il  faut  d'abord  que  Ton  ait 

Or  la  substitution  homograpliique 

admet  deux  points  doubles,  qui  sont 

I  —  JU 

Si  l'on  fail  /•  =o,  il  vient 

m  Y 

y  =  — '- — 

cl  la  substihilion  bomograpblque 

m  y 


y^ 


I  +  C'oV 
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a  deux  points  doubles  qui  sont 


m  —  I 

y  =  o.       .)'  =  -^r- 


Si  l'on  fait  x  =  — r —  ^  les  quatre  polynômes  a,  //,  c,  ^/  j^renncnt 
certaines  valeurs  a^,  />,,  c,,  f/, ,  et  la  substitution  homojjn-apliitpie 

admet  deux  points  doubles,  que  j'appellerai 

j=7m      y=-y-i- 

Notre  substitution  Cremona  a  donc  quatre  points  doubh's 

m  —  I 

x=y=o,         ./;  =  o,         y  = 


c, 


3 


X  =  — ,—  ,         y  =>', ,        X  =  —7—  .         V  --=^  \',, 


Avant  d'aller  plus  loin,  examinons  ce  qui  se  passe  dans  le  voisinaj^e 
du  point  double 

m  —  I 

X  =  o,         y  = 


Posons,  pour  abréger, 


x  m  —  I 

-, — -'       y  =  '^>-^—;r- 


Soient  ^'  et  y]'  ce  que  deviennent  ;  et  r^  après  cjii'on  leur  a  ap|>rKpi«'' 
la  substitution  Cremona  ;  il  vient 

f('c,  rj  étant  une  fonction  rationnelle  de  c  et  de  r,.  s'annuianl  avec  z 
et  r. 
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Exislc-t-il  deux  fonctions  uniformes  ô,(«  )  et  O^i  w  )  adnieltanl  le 
tîîA«irème  démultiplication  suivant 

(i5)        6,(iiitf)=wÔ,(i«),  "      Ôs(7w«)=/[0,(//).  0, (//)]. 

Pour  le  reconnaître,  formons  l'équation  définie  plus  haut 

F(S)  =  o, 

«le  telle  façon  que  F(m')  soit  le  déterminant  des  équations  (4)- 
Si  Ton  fait  H  =  o,  il  \Tient 

f(l  r  »= - 

J'en  conclus  que 

F('S^-=<S- w)(S-  -V 

Donc  F(iw)=o.  F(/m')^o  si  p  est  un  entier  positif  plus  grand 
que  I. 

Il  existe  donc  des  fonctions  uniformes  H^(u)  Q\h,,(u)  qui  satisfont 
aux  conditions  (i5).  Ces  fonctions,  daprès  les  principes  exposés  plu? 
haut,  dépendront  d'un  seul  paramètre  arbitraire  que  j'appellerai  3, . 

On  a  d'ailleurs 

et  je  puis,  sans  restreindre  la  généralité,  supposer  ^,  :=  i  ;  d'où 

Cela  posé,  si  Ton  a 
on  aura  aussi 
eU  plus  généralement. 

en  désignant  par  iC**  et  r^C''  ce  que  de\iennent  ;  et  r^  quand  ces  quan- 
liiês  ont  subi  la  substitution  C'' et  en  supposant  que  p  soit  un  entier 
quelconque,  positif  ou  néLMlif. 
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Lorsque /ï  croît  indéfiniment ^  on  a 

limiC~^=limm-'i  =  o         «  puisque  |l  ni  f  >•  i  ». 

el,  si  ïj  =  ^2(^)1  on  a 

Posons 


Quand  on  aura 
on  aura 
et,  par  conséquent^ 

yCf=  6i(arO)         (p  entier  positif  on  n^alif  ». 

On  aura  d'ailleurs,  pour/»  =  -x^ 

lim  xC~'  :="  Oy         lim  v'C~^  =  — ^—  ; 
donc,  si 

on  n'a  pas 

linixC~^=  lim  vC~'=  o. 

n  en  est  encore  de  même  si 


car  on  a  alors 

I  —  m  ,.         ^    .        I  —  m 


Jt 


pC-^=1^l:!1,        HmxC-'^^ 


MaL«  je  dis  que,  dans  tous  les  autres  cas,  c'est-à-dire  toutes  les  fois 
qu'on  n'a  pas 

=  ^^jrj|         ou         x=^ 


1  —  m 

là      ' 
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(111  a 

En  effet,  le  point  x  =  y  ^  o  est  un  point  limite  de  C~'  dans  le  sens 
que  nous  avons  donné  plus  haut  à  ce  mot  (les  racines  de  Téquation 
en  S  sont  en  effet  toutes  deux  égales  à  m  et  |  m  |  >  i).  Si  donc  les  mo- 
dules de  X  et  de  y  sont  assez  petits,  xC~p  et  yC"P  tendronl  vers  o 
(|uand/>  croîtra  au  delà  de  toute  limite. 

On  pourra  donc  trouver  une  quantité  p  telle  que,  si 

kl<?,      \r\<?^ 

on  ait 

lim  X  C~^  =  li"^/  C~^  =  o . 

Supposons  maintenant  que  Ton  ait 

l^K?,        l7l>P- 
J'observe  que,  si  Ton  regarde  x  comme  donné,  la  substitution 


U^>)  u 


cy 


d 


sera  une  substitution  homographique. 
Soient  donc 

({ualre  points  analyti(|ues  ayant  même  abscisse  x. 
Leurs  transformés  par  C~^ 

(./•(>',  jC-),     ^./■C-',j,C-').     (xC-',/^:-'),     {xC-\y,C-') 

auront  même  abscisse  xO'  et  il  en   sera   de   même   de  leurs   ^/«-'"«^^ 
transformés 

(  ./•  (  :->\  y  C-P),     ^x (  :-/', 7,  C-''),     {X  c-^ .)-,  c-/'\     l-r  c-^  y,  O^'), 
(|ui  auront  même  abscisse  xC^"''. 
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De  plus,  la  substrtution  (i6)  étaiil  liomographique,  ou  aura 
vG-'— riG-'    VsC-'— VjC-'  _  .V—  v,   Va  — .>2 


jC-'-yX->  jaC-'- v,C-'        j- V,  .}'.-. V, 
et  de  même 


(17) 


yC-/'  — 7,G-/'  J3G-''  — j-,C-/'        7— .>'2  .>':.  — .»'i 


Le  second  membre  ne  pourrait  être  éj,^il  à  1  (jue  si^>',  =  r.,  ou  si 
Prenons 

Si  Ton  n'a  pas  y  =  0(^6-  ),  le  second  membre  de  (i  7  )  sera  éu^al  à  M  ^  i . 
Si  y;  =  2c,  on  a 

lim  j,  C"^'  =  linija  C~^  =  «^         l""./:.  C  -''^  o. 

et  Féqualion  (17)  devient 

l\myC-p  _  i^r 
lim  j  G-'''  "~  ' 

f)U,  puisque  M^i , 

lim/C-^=o.  c.  Q.  F.  II. 

On  a  d'ailleurs 

lima;C"^=  o, 

toutes  les  fois  que  x  n  est  pas  égal  a  — g— • 
Supposons  enfin 

Ï51  X  n  est  pas  égal  a  — ^ — >  on  a 

Vim.r  {]-/'=!  o; 


C.    O.    F.   U. 
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on  peut  donc  prendre  q  assez  grand  pour  que 

(  )n  a  alors  soit 

|.rG-v,<p,  IjG-^Kp, 

soit 

|.rC-^|<p,  L>'C-^|>P 

l'I  Ion  retombe  sur  un  des  deux  cas  précédents. 
1  )onc  on  a 

\va\x  QrP  =  limy  C"''  =  o, 

a  inouïs  que  y  =  ij(  x  )  ou  x  =  — j 

Donc  le  domaine  D  comprend  tous  les  points  analytiques  possibles, 
sauf  les  lignes  exceptionnelles  y  =  6(^x)  et  x  ■=  — j^ —  Rappelons  que 

la  l'onction  0(j7)  est  uniforme, 
l'Ornions  alors  les  fonctions 

r  =  ?2(")=?2(?1  w,  ?2")? 

(jiii  admettent  le  théorème  de  multiplication  suivant 

on  j*ai  désigné  par  la  notation  rt[o,(//)]  le  polynôme  a  où   r  a  été 
ivmj)lacé  par  o,  (;/  ). 

I^a  fonction  o,(«)est  manifestement  rationnelle;  il  ne  saurait  en 
éire  de  même,  en  général,  de  la  fonction  o^in)-  Kn  effet,  la  seconde 
des  équations  (  18)  peut  s'écrire 

>■> 'f  2  (  "  ) -1- :-^ 
o.,{//iif)=  — ^— ^• 

A,  [A,  G7  et  oj  étant  des  polynômes  entiers  en  a.  Ces  polvnomes  peuvent 
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('•lie  (juclconques,  de  même  que  les  polynômes  a,  b^  e,  d  sont  quel- 
conques; la  seule  condition  à  laquelle  ces  polynômes  soient  assnjeltis. 
c'est  que  l'on  ait  pour  w  =  o. 

■le  puis  donc  |)rendre,  par  exemple, 

a  =  o,  cô  =  o,  (0=1.  X  =  ///(,_  -^  |. 

Il  vieil i  alors 

I  "  \ 

s.,  (/////)=:///    I ■    o.,(//); 

'  "  ",,  /  '  " 

(i  ou  1  on  lue  aisémenl 

(K,)     ^^,,,)=^  ,/(i_  _^\  L ~\ii ;^)--.(adinr.). 

^       '  /««o/  V  niella  '  ^  rn^'toj 

\yd  fonction  z^.A  u)  est  d(mc  transcendant»'  et  il  m»'  suffit  évidcmuKMit 
(lavoir  établi  quelle  est  transcendante  dans  un  cas  parli<-iilitM-  pour 
être  certain  qu'elle  n'est  pas  rationnelle  en  général. 

La  parenté  de  la  fonction  Oo(  u  ),  définie  par  l'équation  (  19).  avec 
les  fonctions  0  elliptiques,  est  évidente.  On  a,  en  eff»-!, 


(I  on 


(20)  o.,{mu)=nii^i  -  -  )o,( 


■^i{U)  I 


///  u 

mil,, 


OU,  en  chan2:eant  u  en -^ 


^(^)  = 


(  21  ) 

// 


Journ.  de  Math.  (4*  série),  tome  M.  —    Vdsc    W.  i8go.  4" 
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Si  nous  iiiultiplions  (20)  par  (21)  et  si  nous  posons 

il  viendra 

Celte  équation  prouve  qu<* 

est  une  fonction  0 elliptique  dont  les  périodes  sont  2/-  et  log/w. 

Revenons  au  cas  général  où  les  polynômes  A.  a.  gt  et  co  sont  quel- 
conques. 

J'observ(>  d'abord  que  nous  pouvons,  sans  restreindre  la  généralité, 
simplifier  beaucoup  les  équations  (18).  Je  dis  que  Ton  peut  toujours 
supposer  que  |5l  est  nul,  de  sorte  que  la  première  des  équations  (18)  se 

réduise  à 

Zj^iinii  )  =  m  o,  (  II). 

Si,  en  effet,  il  n'en  était  pas  ainsi,  on  remplacerait  la  fonction  9,(w) 
par  la  fonction 


ri(«) 1T~ 


et  l  on  aurait 


ç,^(  mu  )=  //?  9,(  u). 


,Ie  supposerai  donc  désormais  ji  =  o  ;  il  vient  alors 

9,(z/)=  ,3,w. 

p,  étant  Tune  des  deux  constantes  définies  plus  haut  ([ui  entreiU  dans 
les  séries  (3  ). 

Alors  on  obtiendra  les  polynômes  A,  a,  cr  (>t  co  en  remplaçant  Uml 
simplement  x  par  ^,  a  dans  les  polynômes  a,  Z>,  c,  d. 

Cela  posé,  nous  savons  ({ue  9,(w,)et  OoU/,  )  sont  fonctions  uniformes 
de  o,(  //„  )  et  de  z^.A  u„). 
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Si  nous  siqjposons  |î},  =  i,  par  exemple,  il  en  résultera  (jue  z>.,(  u,) 
est  fonction  uniforme  de  ^2(^0);  car  o,(w^)=  ii,,  est  une  donnée  de 
la  question. 

De  même,  (^^(Uf,)  est  une  fonction  uniforme  de  cp2(w,  ). 

Si  donc  on  suppose  que  p,  =  i,  et  si  w,  et  Uq  sont  deux  constantes 
données,  il  y  aura  entre  ÇaC^'o)  et  90(^1)  une  relation  homoj^ra- 
phicjue . 

Nos  séries  (3)  dépendant  des  deux  constantes  fl,  et  ^2  J^  P"'!^  écrire, 
comme  je  l'ai  déjà  fait  bien  des  fois, 

Si  nous  faisons  [3,  =  i;  il  vient 

On  voit  que  y  est  une  fonction  uniforme  de  ^o.  D'aulre  pari,  nous 
avons 

fl.w  =  -\>,(x,y), 

'^,ii  =  '\^,(x,y). 
On  a  évidemment 


car 


D'autre  part,  si  Ton  fait  ^,  =  i.  il  vient 


X  =  t( 

et 

ce  fpii  monlre  que,  quand  [3,  =  i,  et  que  u  est  regardé  moiMcntané- 
ment  comme  une  constante,  p.,  est  fonction  imiforme  de  >  . 

Si  donc  p,  =  I  et  si  M  est  regardé  comme  une  constante,  il  \    a  une 
relation  homographique  entre  ^o  ^^y- 
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La  fonction  o.,{i/)  est  donc  de  la  forme  suivante 

„    ...._  3w^  .,(3, //)  +  .. (p,//) 

a,,  T,,  (T^  etT2  étant  des  fonctions  uniformes  de  ^,z/  que  nous  pouvons 
toujours  supposer  entières. 

Ces  fonctions  t  et  t  jouissent  des  propriétés  suivantes 

/// .  y;(  1/  )  ifiniu)  =  «  a,  (  a)  -+-  b>j._,(  u  ), 
T^{  w  )  T,  (  niu)  =  a  T,  (  u)  -h  b  -..{u), 

m  .y](w  )  (Jol  /;?w)=  c  t,  (//  )  -f-  6»  (Jol  w), 
r^(ii)z.^{i}n/)=  c-,{i/)+  dz.{u). 

Dans  ces  équations  (22),  nous  désignons  par  r^i^u)  une  fonction 
entière  de  //,  et  nous  supposons  qu'on  a  remplacé  ./•  par  u  dans  les 
polynômes  «,  ^,  r,  rf. 

Si  Ton  pose 

ad  —  hr  =  o{  u),  7,(  //  )-:.(//")—  72(  ^z")  T,  {  m")  =  Du/  ), 

il  \iendra 
(  23  )  'ff  r/-  (  ^/  )  D  (  ///  u  )  =  0  (  //  )  D  (  ^/  ) . 

Cette  équation  (23  )  met  en  évidence  le  lien  <jui  relie  les  fonctions  r: 
cl  T  à  la  fonction  ^^  défniie  par  l'équation  (  19)  (>t  pai"  conséquent 
aux  fonctions  0  ellipti(|ues. 

On  en  peut  encore  tirer  une  antre  conclusion. 

Si  la  fonction  o.,  est  rationnelle,  a-,,  t,,  a.,,  ■:.,,  Tp  1)  el  0  sont  des 
polynômes,  et  l'équation  (23)  montre  <pie  le  polynôme  g  doil  jouir  de 
proprii'tés  très  particulières.  Sans  enlrerdans  le  détail  delà  discussion. 
on  voit  ([ue  la  fonction  ^^  "•'  |><>urra  être  ratioinielle  si  le  polynôme 
0  =^  ad  —  hc  ne  satisfait  pas  à  certaines  conditions  el,  en  partie  iilier, 
s'il  n'est  pas  de  degré  pair. 
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La  fonction 

est  uniforme  pour  loutr.s  les  valeurs  de  ./•  el  de  y  et  ,d/e  drinrure 
inaltérée  par  notre  substitution  Creniona. 

Kll<*  admet  coniiiic  lignes  singulières  essentielles 

y  =  0(./;) 
et 

I  —  m 


fou  ./  =oc  si,   coiiiiiio  nous  Favons  supposé,   fl=o).  La  sul)sliluti(ni 
(  Iremona 


/  mœ        ay  —  b     A:;  —  B 

yo'^  '-'^  T^rp'  ^^3^T^'  cy=T) 


(OÙ  a,  />,  c,  6/  sont  des  polynômes  entiers  en  x,  et  A,  li,  (^.  I)  d.-s  |)(>- 
lynômes  entiers  en  .r  et  y)  jouit  de  propriétés  analogues. 

Les  fonctions  dont  il  a  été  question  dans  ce  Mémoire  el  (piidfni.Miiviil 
inaltérées  par  une  substitution  Cremonaet  ses  puissances,  ne  sont  peut- 
être  que  des  cas  extrêmement  particuliers  d'une  classe  plus  générale 
de  fonctions  uniformes  qui  demeureraient  inaltérées  par  un  *:roupe 
de  substitutions  Cremona  et  qui  se  présenteraient  comme  la  gén»'iali- 
sation  la  plus  naturelle  des  fonctions  hyperfuclisicnn»'^  rf  li\  pnabt''- 
lieimes  de  M.  Picard. 


THEORIE  >OUVELLE  ET  ELEMENTAIRE  DE  CERTAINES  TRANSCENDANTES. 


Si/r  1rs  rclfitioii.s  (jui  lient  les  l'iéincnts  d'un  système  oi'thoi^ondl 
aux  fonetions  thêta  et  sigma  d 'un  seul  argument  et  aux 
fonctions  elliptiques  et  sur  une  théorie  élémentaire  de  ces 
transcendantes,  déduite  desdites  relations  ; 

Par  m.   Ferdinand  CASPARV. 


Mes  recherches,  relatives  aux  fonctions  thêta  d'un  noinhre  quel- 
conque d'arguments,  m'ont  conduit  à  dos  relations  entre  ces  fonctions 
et  les  coefficients  d'un  svstème  orthogonal. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  arguments  est  égal  à  i  et  à  2,  ces  nMa- 
tions  prennent  une  forme  extrêmement  simple. 

Il  Y  a,  dans  ce  cas,  pour  les  fonctions  thêta,  pour  les  fondions 
sigma  et,  par  conséquent,  aussi  pour  les  fonctions  elliptiques  et  j)our 
les  fonctions  hyperelliptiques  de  première  espèce  des  théorèmes  (|iii 
lient,  d'une  façon  très  simple,  toutes  ces  fonctions  aux  neuf  coefficients 
«/nriT'^''  /i  =  I,  2,  3  )  d'un  système  orthogonal  et  aux  six  quantités 

Ph  =  —  (a.kdaa^  a.;.hda.i^  a^^da^^). 
'*A=        a^,  da^-h  a^.;,da(.,-^  a;,3dai3, 

où  h,  A,  /  désignent  les  nombres  i,  2,  3;  2,  3,  1;  3,  i,  2. 

Entre  ces  quinze  quantités  a^n,  p/,^  v^,  que   j'appellerai  ('Icmenls 
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d'un  système  orthogonal,  existent  un  grand  nombre  d'identités  algé- 
briques et  différentielles. 

Les  identités  algébriques,  dues  àEuler,  sont  bien  connues  et  se  sonl 
présentées  très  souvent  en  Mathématiques  pures  et  appliquées. 

Les  identités  différentielles,  au  contraire,  bien  que  Lagrange  et 
Poisson  en  aient  déjà  donné  les  plus  simples,  ont  été  employées  seule- 
ment, dans  ces  derniers  temps,  par  M.  Hermite  et  par  M.  Darboux. 
En  me  réservant  d'établir,  dans  une  autre  occasion,  ces  identités  diffé- 
rentielles d'une  façon  plus  complète  qu'on  ne  Ta  fait  jusqu'à  présent, 
cl  d'en  déduire  des  résultats,  relatifs  aux  fonctions  elliptiques  et  aux 
fonctions  byperelliptiques  de  première  espèce,  je  me  permets  de  si- 
signaler  ici  une  seule  conséquence. 

On  connaît  les  recherches  élégantes  et  profondes,  dues  à  M.  Hei- 
mite  et  à  AL  Picard,  relatives  à  rintégration  de  quelques  é(|uations 
différentielles  du  second  et  du  troisième  ordre  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques;  ces  résultats  importants  peuvent  être  tirés  des  identités 
ciitic  les  différentielles  cV  a^^^^^  et  d'^'^p^,  d''~*  v,,  pour  /•  égal  à  2  et  à  3. 
A  laide  de  cette  remarque,  on  peut  généraliser  ces  découvertes  de 
M.  Hermite  et  de  M.  Picard  et  l'on  peut  établir  des  résultats  analogues 
pour  les  équations  différentielles  d'un  ordre  supérieur  et  pour  les  fonc- 
lions  hyperelliptiques  de  première  espèce. 

J^es  identités  différentielles  entre  les  éléments  a,n,n  P/i^  ^'k  et  entre 
leurs  différentielles  d''a,„„^  d'~^ p/,,  d'   \-,,  s'emploient  en  deux  sens. 

Dune  part,  on  peut  en  déduire  la  tiiéorie  des  fonctions  ihèla  el 
sigma  d'un  seul  argument  et  de  deux  arguments,  ainsi  cpie  la  ihéorie 
des  fonctions  elliptiques  et  hyperelliptiques  de  première  espèce. 

I)  autre  part,  ces  identités  conduisent  à  lappiication  desdiles  fonc- 
tions ailx  problèmes  de  la  Mécanique  et  de  la  Géométrie,  à  cause  de  la 
nature  des  éléments  cr,„„,  />^,  r^.  Les  coefficients  a^n  (ff^  n  =  i ,  2,  3) 
(l<''signent,  comme  on  le  sait,  les  cosinus  des  angles,  formés  par  les  axes 
lectangulaires  de  deux  systèmes  de  coordonnées.  Par  conséquent,  en 
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Mécanique,  les  quantités  p^  et  p^  sont  proportionnelles  auv  compo- 
santes de  la  ^dtesse  de  rotation  autour  de  Taxe  central  suivant  les  di- 
rections des  axes  rectangulaires  pour  le  mouvement  direct  et  inverse. 
En  Géométrie,  ces  mêmes  quantités  sont  liées  à  la  tliéoiio  de  la  cour- 
l)ure  des  courbes  gauches  et  des  surfaces.  C'est  à  M.  Darl)OU\  (jue  1  on 
doit  la  découverte  de  cette  liaison  dont  cet  illustre  géomètre  a  tiré  des 
résultais  du  plus  haut  intérêt. 

Le  Mémoire  présent  est  consacré  exclusivement  à  la  théorie  des 
fonctions  thêta  et  sigma  d'un  seul  argument  et  à  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Après  avoir  exprimé  identiquement  lescjuinze  éléments  d  un  système 
orthogonal  par  quatre  quantités  quelconques  (  n"  1  j,  j*'  déduis  de  ces 
identités,  au  moyen  des  transformations  du  second  degré  (n°2),  les 
théorèmes  I  et  H  qui  lient  les  éléments  diin  système  orthogonal  aux 
fonctions  thêta  et  sigma  (n""  5  et  i). 

Les  théorèmes  énoncés  fournissent,  d"une  façon  élcm.'ii taire,  et 
avec  très  peu  de  calcul,  la  théorie  des  fonctions  thêta  <'t  sigma,  en 
toute  leur  généralité. 

Pour  en  donner  les  principes,  j'établis  quelques-iin<>s  \\^^<  identités 
(jui  ont  lieu  entre  les  éléments  «,„,„  /?,,,  i\  (n«  5;.  D'abord  j.-  tue  de 
ces  identités  les  relations,  relatives  aux  fonctions  lliêia  (  n"  (>  )  qui 
fournissent  l'inversion  des  intégrales  elliptiques  df  pirmn  rr  rspèce 
(n**  7);  de  plus  je  transforme  un  cas  spécial  du  théorènir  I  «ii  !•'  théo- 
rème III  qui  lie  les  éléments  d'un  sytème  orthogonal  aii\  fonctions 
elliptiques  (n"  8)  et,  pour  montrer,  par  un  seul  eveinpli',  la  fécondité 
de  ce  théorème,  j'en  tire,  sous  des  foriiics  bien  (Mfléivui.'s,  l<'s  for- 
mules d'addition  des  fonctions  elli[)liques  su,  en.  du  (  ii"  9  i.  Iji  joignant 
alors  le  théorème  III  aux  théorèmes  1  et  II,  j'obtiens  les  evpressions 
des  intégrales  elliptiques  de  deuxième  et  de  troisième  <'spèee  au  mrtyen 
des  fonctions  thêta,  leurs  théorèmes  d'addition,  ei  les  fonmiles  fonda- 
mentales, relatives  à  la  fonction  p{u)  et  aux  fondions  >igiiia  (n"^  10 
et  11).  Enfin  j'aborde  les  fondions  doublenietil  |)éiiodi»iues  de 
seconde  espèce  et  j'ajoute  quelques  remanpies  sur  les  dilléienls  points 
de  vue  sous  lesquels  les  recherches  que  l'on  va  liie  peuxeni  êire  con- 
tinuées (n°  12). 

Jùurn.  de  Mnth.  i  \'  série),  lorne  \  I.     -   Fasc.  IN.  iSc,»..  4/ 
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1 .  Expressions  identiques  des  éléments  d'un  système  orthogonal. 
—  Les  neuf  coeflîcients  a^n(m,  /^  =:  f ,  2,  3)  d'un  système  orthogonal, 
liés  entre  eux  par  les  relations 


a: 


ai, a,rn  +-  «/2«,«2  +  (iiif^mi  —  o 
et  les  six  quantités 


{iT^m;  /,  /??  -^  I.  2,  3) 


Ph  =  —  (aada,i-^  a.f,  da.,i -f-  a.,,,  da,/) 
^A  =        ^fki  dai,  4-  Of,.,  dai-,  -+-  cr^g  dai^ 


'  h,  k,  /=  I,  2,  3  ] 

2,  0,  I 

3,  1,2 


(5; 


peuvent  être  représentées  identiquement  au  moyen  de   quatre  quan- 
tités quelconques  a,,  a^,,  «3,  a^.  comme  il  suit  : 


a.,  ==  « ,  « .  —  a.,  a 3 ,  /  =  \  —  ï  i 

a-. ( <2 , ,  +  /«o ,  )  =  a'î  -\-  al, 

A>(a,.j  -+-  ia.,.,)  =  —  i(à\  —  à',). 
-.l>(a, 3  -h  /ao:,)=  —  2  i«,  «o  ; 

.lo(<:7, ,  —  ia. ,  )  =      aj  +  aj, 
ct(a,o  —  moo)^  —  /(«3  —  «i  ), 
x{a, 3  —  /<7.o3 )  =  —  2 /«3 «^  ; 

a.,«3,  = —  i[a,  «3  +  a.,aji), 
1  a..«3o  =  —  (a,<:/3  — «.«-i)? 
\    al-^as  =  — (  «i^i -h  rt!o«3); 

el,(/;,  4-  //^o)— -  2  (a,  da.^  —  (/^ddf), 
l  el.(p,  4-  /t'a)  =—2  («,  c/(2.  —  a,  da,  ), 
1  ..L (/>3  -h  1-3  )    =  —  2  i(a.  da,  —  a^  da.,  ), 

1  .l,(/J,  —  //;.  )=  2  (  «.  ^/<7.j  —  (i.,da.,), 
\  X{i\  —  iv.-,)  =  —  1  ( «3  6?« i  —  a 5 f/oj ), 
l  «^(/?3  —  ^":i )  =  —  2/(  «,  <:/«.,  —  c/j  da,  ). 


(.y) 
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2.  Formules  aaxHiaiics,  relalkes  aii.r  fonctions  ihêla.  —  Four 
transformer  les  identités  (-•>)  et  (-V)  en  relations  relatives  aux  fonc- 
tions thêta,  je  rappelle  rapidement  quelques  formules  auxiliaires. 

Jacobi  a  défini  les  quatre  fonctions  tiièla  par  les  séries 

:  (  (r,  y  )=      ^l.—  i/^''V-l""'  =  i  — oy  C0S2»r -h  2y*cos/ju—  2y''cos(;(r-^  ...). 

V- 

:,(w,q)  =  -~^i-^'Wj'  ■^''    ^(2i^+').w^  2s^(sinn--y'-sini(r-:-ry«sin5(r-...), 

(A 
1 

-   9  |j,  ^  1  :        ^  j    _ 

:.,(  (r.  q  )=      2^q'  c-v-^  ''■'—  2  \q(cosiv  ^  q-  cos'^a-  -i-  y*cos.)(r^.  ..), 


((v.y)=       2 y!^''^''"""  =  1  -J- 2ycos2(r-+-2y*cos'iu-^2y'cos(Hr  — .... 

(A 

(  u  =  o ,  =h  1 .  ±;  2 ,  ±3 ±:  a::  ). 

Si  Ton  forme  les  produits  ^(«',  ^,)  ^(^.r,  y  )  . . .  r.,{ >•,  y)  ^,(.r,  y  ), 
on  lrouv(;  aisément  les  formules  suivantes,  connues  sous  le  nom  de 
Iransfornialions  du  second  degré  (  '  )  : 

r.,(  (r  -h  .r,  q-  )z^{  tr  —  ./•.  q-  ) 
z.A  <r  -f-  .c\  q-  )  z.^i \x-  —  .r,  q-  ), 
r,!  (r  4-  ./',  q-  )  r^i  (r  —  ./•,  ,y-  > 

-  Z.A  «r  -4-  ./•,  q-  )r,(  «r  —  .r.  q-  ), 
Z.J  tr  -h  .r,  q-  )  z^i  iv  --  j\  q-  ) 

t-  .r,,(  tr  ^  ./•,  y-  )  .r.,(  (r  —  x,  y-  ), 
z,^(  (r  -h  ./•,  y-  )  r.,(  (r  —  ./•,  q-  ) 

r  ^.(  <r  -t-  ./•,  q-  )Z^HV  —  .i\  q-  ), 


Ul.) 


(•)  Voir  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  XIII,  p.  ^3;  mai  i88n. 

Les  formules  qui  représentent  les  transformations  du  second  degré  sont  le-, 
oouséquences  les  plus  spéciales  d'une  expression  importante  nue  M.  Scliroter  a 
établie  pour  les  transformations  du  degré  n  dans  sa  célél)re  Tliése  de  doctoral, 
intitulée  :  De  œquationibus  modulai  ibus.  Regiomonti  Pr.,  p.  -;  i854. 

On  pourra  consulter  à  ce  sujet  aussi  la  Note  de  M.  Scliriiter.  publiée  dans  ce 
Journal,  2*' série,  t.  III,  p.  2.58;  i858. 
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J  - 

En  iiilroduisant  les  quatre  quantités 

j    a, ,  =  A,  2r,(<v  ^  j;,  rf),  a,,  =  A.,  ^jOv  -  .r,  ^^), 

^"^^'^    '   a,,  =  A,r,('(r-i-x,r/),  a,,  =  A,  Sr,((v^  -  .r,  ^^), 

où  A,,  Ao  désitçnent  deux  fonctions  quelconques,  et  en  écrivant,  pour 
abréger  la  notation,  au  lieu  de  2r((p,  5^),  ^(,r,  ^),  ...,  "^^{w^  q). 
2r3(^,  y),  plus  brièvement  2r(«'),  2r(^),  ...,  ^-ii^w),  ^i(x),  les  for- 
mules (eio)  prennent  la  forme  suivante 


Ou) 


a,,  a,,  --  a,, a, 2=  A^A.^'^.^(w)x:^{x), 
a,,aoo—  a,  2^2  1  =  A,  Ao  r,(«')-,(^), 
a,,  7-22+  a, 2^-2.  =  A,  A2^2(<''0^2(J^)• 


De  plus,  on  déduit  des  formules  (.l>) 


(jl.,)     j  a;,--  a;,=  A;r  (o)  S;  (  >p  +  ^),  a^^- a^,  =  AJ  3r  (o)  2r  (w  -  x), 

'     2a,,a,2  =  A'r2(o)2r2((t^-f-a?);  aa^,  a22  =  A^  2-2(0)  £r2((v  —  .r). 

l^jilin  on  obtient,  parla  différentiation  des  formules  (.1,,  ),  (al,,  )?  (-^3) 
y.),,  (h.,.,  -  a),2  dy-u  =  —  ^M  ^\  (o)  - .  (<^'  ±  ^)(VAt'  ±  dx)         (X  =  i ,  2 )  ; 

I  -iA,A2[2;(<r)&3(^\)±2r'(i^)^(^)]^^ 

U')  '  -  KA2«^A,  -  A,  f/A2)[^3(^^)  &3(->^0=±^  -0^>  -(-^^l  î 

I  a,),r/a2.-  «2,  ^a,)  =  -  ^A,  A2[Sr;(:r)^2(»')±  ^\  (01:)  ^ ,  (w)\  div 
f  _iA,A2[^'2(rv)&2(-^)±2r',((v)&,(a;)]c^J7 

-  vKAs^/A,  -A,dA,)[^,(iv)  ^,(x)±%  (w)  S,  (.r)|; 

où  à  la  valeur  A  =  i  correspond  le  signe  +  et  à  la  valeur  X  =  2  le 
signe  — .  Dans  la  troisième  formule  pour  X  =  i  ou  2  Tindicc  xcst  égal 
à  2  ou  I . 
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3.    Théorème  7'elatif  aux  fonctions  thêta.  —  Si  Ion  introduit 

A ,  :  Aj  ==  J ;  e'  =  ±:  I ,  «?"  =  ±  i ,  c  =  e'e". 

et  si  l'on  pose  successivement 

1 <7i:=e'a,j  a.2=e"  01.12  ^"'3=      e"a22  a^^ze'oioi 

2 «,=:e'ai,  a2:=e"a,2  «73=       e''^,,  f/^^:  ^'73, 

3 a,=r:e'a,,  6r.,r=e"a,2  «^j  ^= — ^'^21  rtjrrr  f^'a.,., 

4 «,  =  e'an  «2^=<?"^12  ^3^ ^"^2-2  «V='''^2l 

les  identités  (-3),  (V)  fournissent,  au  moyen  des  formules  auxiliaires 
(.1,,),  (-.1.2)5  (-^3))  (^^')'  1^  théorème  : 

I.  Soient  w  et  x  deux  arguments  quelconques  ;  soient ,?  une  fonc- 
tion quelconque,  e  ^=^±\  et  i  ^^  \j  —  i.  Alors  les  fonctions  thêta  sont 
liées  aux  éléments  d'un  système  orthogonal  de  lamanière  sui^^ante  : 


et  ^  I   ~T~"   6c*2  (   cf 


^3(o)^3("-H-.r) 


«,3+^«o3—        ei^       %{w)'ès{^)      ' 


,'_.  2:3(0)  Sr3(ir  —  j:) 
«--'^-=^^  2r.(«-)^.(-)      ' 

/         N^4-i  ,..--'-<  ^(o)2r(»'  — j') 

_  .,  -^--i  ^2(o)3^2('^  — i-). 

«,3—    ^«23—  ^^^^  S,(«')%(^)         ' 


a,h—^h   ^^(tv)S,(x) 
(/i  =  i,2,  3;     c^=—eci,      C.,  =  —ei.\     c^^—i). 
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\c^i       -    I  S'',  (o)  &,  (  tï' —  .r  )   .    ,  ,    - 

-        ^  ''  S-.,(iv)  2-,. (.rj       ^  ^' 

t'.i  =  ~  ifiis^ 
où 

Dans  CCS  expressions  l'unité  vL",  f/  /es-  indices  .s-,  .s-,,  .ç^,,  .ç^  .so/</  dr-- 
fînis  par  ce  Tableau  : 

<-  .  s.  *|.  Sy  s,. 

I -i-I  O  2  I  3 

ri -+-1  I  3  o  2 

3 —  I  2  o  3  I 

i —  I  3  I  2  <) 

Le  ihcorcnic  précédent  comprend  cjiiatre  systèmes  de  relations  dont 
j'ai  déjà  donné  le  second  qui  correspond  aux  valeurs  c  =  i,  .?  =  i , 
.s,  =  ■),  .s .,  =  o,  .V3  =  2  antérieurement  (').  On  déduit  de  celui-ci  le 
théorème  analogue  au  théorème  précédent,  relatifaux  fonctions  sigma, 
si  l'on  introduit  au  lieu  des  fonctions  thêta  les  fonctions  sigma,  el 
si  Ton  remplace  «,„, ,  ^<f/«2  5  «/«3  '.Pt,  P2,Pi  par  <7,„,,  a,„.,,  a,„,  ;  p.,,  />.,,  />,  ; 
sid)stitution  qui  ne  change  pas  les  quantités  r,,  Co,  c.j. 

4.  Théorème  j-clalif  aux  fondions  sigma.  —  Les  fonctions  sigma 
de  M.  Weierstrass  peuvent  être  définies  au  moyen  des  fonctions 
thêta  ainsi 

V^,=^-i~'^^{u\ 


(â>)  ' 


1  r,  '?- 


(  ')   Voir  Comptes  rendus,  t.  CN'II,  p.  85f),  901,  el  Bulletin  des  Seienees  nui- 
thématiques,  t.  XIII,  p.  95. 
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OÙ  aux  in(]ices  v  =  i>,  3,  o  correspondont  respectivement  les  indices 
A  =  I,  2,  3  et  où 


(0  =  Alv, 


w  = 


r,  = 


'(co) 


ï(co) 


A  étant  une  constante  (voir  n°  11,  formule  /îo). 
Au  moyen  de  ces  définitions  et  en  posant 


on  obtient 


2  to  3-v  (  O  ) 


'      ^,(.v)^..(.) =  'r    ^^j;y^,  (du  ±  dv), 


5v  (  ^'  ) 


ch\ 


chv 


^±^  %{o)%{w±x)  _  ^  ^,  c,,  -i,,  (  «  ±:  f  ) 


,  ',    ,  dx  -f-  <'/los:<^  =  — ^^ 

-,(»r) 


'(") 


s^=^^^''  +  ^^''-  +  ''H'(,', 


dx  +  c/loa-'^ 


/,^4_lii^^A-^,/lo.r(. 


,(  //) 


ri^l' 


V   =  2,  3,  o 
/i=  r,  2,  3 


A  l'aide  de  ces  formules,  on  tire  du  théorème  précédent,  si  Ion  y 
pose 


e  =+  I 


,  ^  — 


i;         5=1,         -s,  =  3,        s.^^o^        .V;j 


et  si  Ton  introduit 


le  théorème  suivant  : 
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/ 

I  f .  Soient  u  et  f  deux  argumeTits  quelconques  ;  soient  (J  une  fonc- 
tion quelconque  et  i  =  y  —  i .  Alors  les  fonctions  sigma  sont  liées  aux 
('léments  d' un  système  orthogonal  de  la  manière  suivante 

^,  s'y,  (  «  ±  <•  ) 

a„,±ia,h  =  -{r'i,,^,  ^ 


(hh=       l'^h 


'//  (  Il  >  ^A  (  *•  ) 

z!{u):l{v) 


(h  =  i,  2,  3), 


r,  m  /(•..  =       (,-'  - — — --  {du  ±  dr), 
'       ^{11    ^('  )  ^  ' 


<•.,  = 


^'  (.  <■  ) 


f/?/ 


■  '(») 


^1 


og(i]: 


rta/tt  des  constantes  ('). 


Les  tlicorcmes  précédenls  fournissent  toutes  les  propriétés  des  fonc- 
tions llièl.i  et  sig-ma  au  moyen  des  identités  algébriques  et  difleren- 
lielles  (|ui  existent  entre  les  éléments  a,n„,  p/,,  r^,  identités  dont  les 
])lus  simples  suffisent  déjà  pour  obtenir  les  relations  fondamentales 
(le  la  lliéorie  des  fonctions  thêta,  des  fonctions  sigma  et  des  fonctions 
cIliitlifjiK'S. 

T).  Identités  entre  les  éléments  d'un  système  orthogonal.  — 
J'onr  les  coefficients  a,„.^  (m,  //  =  ( ,  2,  3)  d'un  système  ortho;::onal 
dont  le  ({('terminant  est  -i-  i ,  on  a  les  relations 


"'.n  -^    ^'nr,  -^«;,:i  =M 


J^lp^//r,  /,  /;/  =  [,  2,  3); 


ciih  ^  ci,kCi.M  -  «,/^/,/   i   //.  A-,  /  =  1,2^3 
dans  Ics.'jucllcs  il  est  permis  di-  cbangri'  Toi-dic  des  indices  iid(''ri<'nrs. 


(')    Fo//- n"  11,  formules  (33). 
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En  difîéreiiliant  ces  relations,  on  lire,  delà  définiuon  des  (juanlilés  /j^, 
i>/i,  les  identités 

(-5',)  <   da.,h  =  a^kPi— a.,ipk^  — a.,h^\-^  a,f,\.,, 

\  da^h~n.,kPi—  a^ipk=  -  «,^r,  -^  nr.,^c,. 

Si  les  coefficients  ^,„„  dépendent  de  deux  variables,  pai-  evemph; 
de  w  et  de  ./;,  les  quantités  da^^^^^p^^v,^  sont  fonctions  linéaiivs  de  ^/w 
et  dx.  Je  désignerai,  dans  ce  cas,  les  coefficients  de  d<.v  el  <!•?  ^/r 
dans  les  e\})ressions  de  p^  et  iv,  res|)ecliveiiient  pai-  />)] ,  /;;;^  «-t  c))',  c,^. 
Alors  on  a 

Ph^-Pldw  ^-  pldv, 

'V,  =  t-;;'  dw  -^  i-;;  ^z./-. 

De  plus,  on  a 

""  Jir  c'a- 

Par  consé(iuent,  les  identités  (-Vj  entraînent  den\  anii-es  syslémcs 
d'identités  qui  provi(Mnienl  des  identités  (-V,  ),  si  Ton  y  rcnqilact; 


respectivement  par 


et 


àcimn  „.r  ..r 


on 


Si  Ton  forme,  à  Taide  de  ces  détinilions,  lt>s  (lilVén>nces 

(j.i-  di\'  (Jr  '^>'' 

obtient  aisément,  m  é^aid  an.v  identités  (pii  prov  i.-nn.Mil  de  (  .\  ), 

Jour»,  de  yiath.  ('1'  série),  tome  VI.  -  Tase.  IN.  iSqo.  I^ 
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les  identités 

dont  celles,  relatives  aux  quantités  jo)^,  p;j[  ont  été  données,  pour  la 
première  fois,  par  M.  Darboux  ('V  Les  quantités  P^^,  Vi,  sont  liées 
entre  elles  parles  mêmes  identités  que  les  quantités  p^-,  ^'h\  Phi  '"^'  ;  pl> 
ç'I,  savoir 

où  fpA  est  écrit  au  lieu  de  ^y,,  p^',  p-^  et  ■C);^  au  lieu  de  X^h,  i'^",  i^"l- 

Ceci  établi,  je  vais  exposer  rapidement  les  principes  de  la  théorie 
des  fonctions  thêta. 

6.   Relalions  rrlatives  aux  fonctions  thêta.   —   TVaprès  le  tli('o- 
rème  1,  on  a 

et  les  expressions  analogues,  où  h  est  remplacé  par  A"  et  /;  par  consé- 
quent, ridentité 

da.,f,  ^  a,^.pi  -  a.,ipk 
devient 

cla^h  =  '(^hkCiuims,  —  m,,  )  (h,  A",  /  =  i ,  li,  '>  ;  2,  ^,  i  ;  3,  t  ,  2) 

et,  en  divisant  par  a.,^,  on  a  aussi 

"3A 


(')  Fo f /•  Darbol'X,  Leruns  sur  ta  lliéorie  i(énérale  des  surfaces.  Paris,  (îaii- 
ihiei-Villars;  1S87,  t.  I,  p.  \{)\  Combesi  rnE,.l«/*r//t'.v  r/e  l'/ùnte  \orniate.  f"  st-- 
tie,  L  1\',  p.  108;  3*-"  série,  t.  V,  p.  .V.{. 
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Si  Von  sjLibstituc  dans  cette  formule  les  expressions  des  quantités  t/.,^, 
ûfsAj  ci^i,  m^^,  7ti^^,  établies  dans  le  théorème  I,  on  obtient,  en  égalant 
dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  dw, 


où  e''*^  =  —  I,  e^-'=  -^  I,  c'^'  :=  -J-  I . 

Si  l'on  pose  s  ^=  i,  w  =  o,  on  en  di'diiit 

les  constantes  C^,,  étant  définies  par 

^    =  —  e<^^  ^'i  (o)  ^.<>.  (o) . 

Or  on  a.  d'après  le  Tableau  du  théorème  I,  pour  .ç  =  i , 
s,  =  '5,         s.,  =  o,         «;,=  2: 
par  conséquent,  l'équation  (a)  fournit 

^£)  _  ?^',{jr)  ^  ^      ':r(./)'^.(.r) 
&;(^)        2r'(x)  _  ^    3;2(x)2r,(.r) 


^^) 


ou 


(c) 


^^(^)    __  3;,(.r)  ^  ^    3r,(.r)Sr,(.r) 
l  ^»-       3r,(o)-r3(o)' 

}  ^  ^_  ^;(o)^t(o) 

',  ^--        3r(o)&3(o)' 

I        _        &;  (0)^.(0) 

\  "^=«       ^  2r(o)Sr,(o)' 
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Si  Ton  porte  encore  l'expression  {a)  dans  la  formule  (a'),  en  y 
posant.  fraillciirs,  s  =  j  ,  s^  =  i,  s^  =  v,  s^  =  -:('..  v,  t  =  o,  2,  3  ).  on  a 

En  ajoutant  les  foriiuiles  (7/),  on  obtient,  d'une  i)art. 
(T)  £„r-(>-)-^£,r;;(^;)+£3r;(.r)=o. 

D'autre  part,  ou  déduit  de  Tidentité 

la  relation 

(i)     z-(w)z-(jc)-  ^■;(u")r;(-r)+2rj((v)&^(x)-  '^l(a-)zl(x)=  o: 

doù  il  suit,  pour  iv  =  o. 

(  r  )  rVo)  z-(x)  ^  z](o)  z:(x)  -  r^(o)  2r;(x  )  =  o. 

Si  Ton  couiparc  cette  formule  avec  la  formule  (1').  on  trouve 

£„  =  —  £. 3r-(o).  G,r^  — £.2:;(o),  C3  =  £.rJ(o), 

et,  eu  égard  aux  expressions  (r),  on  a 

2r/o)=£r(o)r,(o;)r3(o). 

Pour  prouver  que  le  facteur  £  est  indépendant  de  la  <piantité  q 
doui  r,  (o)  et  r(o),  ^0(0),  ~3(o)  sont  fonctions,  je  dilfércMitie  deux  fois 
par  iaj)[)ort  à  w  la  formule  (f/),  ou  plutôt  la  formule  qui  en  découle, 
savoir- 

(  •-.  V.  T  ==  o.  2,  '^): 
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puis  je  pose  iv  =  o.  Alors  on  trouve  { '  ) 

ie)  ^T(Q)  _  ^"(o)  _  ^;  (o)  _  3r;  (o)  _ 

et  comme  on  a,  d'après  la  définition  des  fondions  linHa, 

—ô^  =  ~^'i~~or~     ^'•  =  "'  '•"•^^' 

la  formule  (e)  devient 

'^',  (o) 


Jlog  - 


2r(o)2r,(o)2-3(o)  _  dlogs  _ 


(?^  Oq 


(')  Au  sujet  de  cette  formule  importante  on  j)eut  consulter  :  k<*..M(iSBKKi.Kii. 
Vorlesungen  iïber  die  Théorie  cler  elliptischen  Fitnclioneu,  t.  I.  p.  SSi.  Li_'ip- 
zig,  Teuhner.  —  Halphen,  Traité  des  fondions  elliptiques,  t.  I,  p.  i^)-.  I'ari>. 
GautliierA  illars.  —  Fkobemus,  Journ.  de  M.  Kronecker.  t.  \(]V  III.  p.  .).',-. 
D'ailleurs,  M.  Hermile  a  bien  voulu  me  communiquer,  le  id  juilkl  iSt^o.  la 
démonstration  élégante  que  voici  : 

<(   En  employant  la  notation  de  Jacobi,  on  a  la  formule  élémentaire 

e{jc)W'{x)  —  \\{x)e'{x)  —  k'\\^{x)Q^(x), 

et  j'en  tire,  pour  a- =  0, 

e(o)ir(o)^/'II,(o)e,(o). 

1)    Ensuite  je  dillerentie  la  formule  précédente,  ce  qui  donne 

e(.r)H"(.r)  — H(a;)e"(j:-)r=/.'[II,(.r)e,(.r)  +  «,(.r)n,(./-)l. 
je  divise  les  deu\  membres  par  .r,  je  fais  de  nou\eau  ./■     :  o,  et  j'obtiens 
6(0)  H'" (o)  -^  II'(o)e"(o)  =  /,'[H,(o)e',  (o)  +  H,(<))  M,  (o)]. 
»  Cela  étant,  il  suffit  de  diviser  membre  à  membre  a>ec  l'égalité 

e(o)  H'(o)  — A'H,(o)e,(o). 

|iour  avoir  la  relation 

il"'(o)       e'^(o)  _  e';  (o)  _  il",  (o)  _ 

ll'(o)      "   6(0)  6,(0)         H,(o)  ~'^' 


382  F.     CASPARY. 

Donc  £  est  indépendant  de  ^,  et  Ion  peut  en  obtenir  la  valeur,  si 
Ion  pose  q  :=  o. 

Or  on  a,  daprès  les  définitions  des  fonctions  thêta,  pour  ^  =  o, 

- ',  (o)  :  ^To  (o)  =  j ,  ^  (o)  =  I ,  r 3  ( o )  =  I  : 

donc 

î  =  I 
et  enfin 

(  2  )  .r,  (o)  =  z (o)  r,  (o  )  r 3  (o) . 

A  laide  de  cette  relation  importante,  les  formules  (b)  prennent  la 
forme 

:-'  ( X )          r.  (  ^ )  _  ^o  .       STa  (  .r  )  3;,  (  ^- ) 
et  la  formule  (d)  devient,  si  Ton  change  encore  w  en  x, 

(4)  vS -^r-, — :=^r(o);:^ — 1  (l,  V,  T  =  o,  2,  .3). 


Ces  formules  établies,  lidentité 


,  A,  A, /=.=  !,  2.  3  1 


'  3,1.2^ 


I 

se  change  immédiatement  dans  les  relations 
l  dx  2r(j7)  Sr^(.r) 

_rf    'zAx)  ^_  ^i(o)Sr,(a')&a(j") 
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Enfin  on,  lire  de  réquation  (i*),  pour  ./•  =  o, 
(6)  ^'(o)^zUo)=S:l(o), 

et  si  l'on  prend,  dans  l'équation  (i  ^,  au  lieu  de   a\   rcspcclivi'inent 

iv  -h  ^T,  M'  H-  {t"!^  -(-  ^  '  lo^^i  <^>n  obtient,  pour  iv  =  o. 

Ces  formules  suffisent  pour  établir  riiivcrsion    des   iiitéi^ralfs  ellip- 
tiques de  première  espèce. 

7.   Intégrales  elliptiques  de  prrniir.i'c  espèce.  —  Les  fonnides  f^  ) 
permettent  de  poser 


(»)       TÎf;=\/p<=-?' 


ou 


|i^=-4A?  =  -LV.-A-sin'-:i. 
(o)         /r  Sr(o) 


et,  à  cause  de  la  formule  (6), 

k^  -^  ir-  =  I . 

A  l'aide  des  expressions  (8  ),  les  formules  (  "i  )  devinuieiit 
ou 


Uo)x  =  r  -,=^-=-  =  iM?  )  -  ^'. 
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Comme  à  la  valeur  [5  =  -  correspond  la  valeur  j:-  =  ->  on  a 
d'où  il  suit 

-6 

Si  l'on  introduit,  d'après  Jacobi  et  Gudermann, 

|3  =  am^;  sin^  =  sn^,  cosp=:cn^,  1'^  =  dnb, 

la  formule  (9)  devient 


d  am  b         -,     , 
-^^=dn/>; 


donc 


d  "^n  b  7    1     j         dcnb  1    ^     i  d.dnb  ,^        ,         , 

(II)   — ,-T—  =  en  banb,      — ,, —  =  —  su  t>  an  o,      — >,—  :=  —  A-  sn  o  en  a. 
^      db  db  ^  db 

8.  Thcorètni'  relatif  aux  f onctions  elliptiques.  —  Les  formules 
données   dans  le  numéro  précédent  et  les  formules  analogues  pour 

w  =  -V-  transforment  le  théorème  I  en  un  autre,  relatif  aux  fonctions 

elli[)tiques.  Conformément  aux  quatre  cas  du  théorème  I,  on  ol)tient 
aussi  quatre  systèmes  de  formules  dont  je  n'établirai  cpie  celui  (pii  cor- 
respond au  pn^mier  cas  du  ihéorème  l,  cVsl-à-dire  aux  valeurs 

e  :^  -f-  I ,  ^  —  -h  I  ;  s  =  o,  5,  =  2,  -Vo  —  I ,  .v.^  =  3. 

Les  trois  autres  systèmes  qui  correspondent  aux  cas  2,.  3  et  4 
du  théorème  1  en  proviennent  si  Ton  y  remplace  les  arguments  a  ai  b 
resp(;ctivement  par 

aH-/Iv',     a-f-K-hiK',     a-hK.;     A-I-/K',     ^-i-k-h/K',     A-t-K, 
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OÙ 

(12)  ^  =  \  ;  .  -• 

Jq    y  1  —  k^  sin-  ^ 

D'après  cela,  on  déduit  du  théorème  I,  si  l'on  y  substitue  «,„,,  cr^o, 
amz\  P^>P2^  P%  par«,„o,  a^^,  amx\  P21  P^^P^^  et  si  l'on  pose 


Ph  =plda-h pi  db, 

■h 


t/,  =  Ia  da  +  tt  db. 


le  théorème 


111.  Soient  a  et  b  deux  arguments  quelconques,  k,   k'  b-s  mo- 
dules, pour  lesquels 

Ir-i-  k'=i 

rt  i  ^=  \  —  i .  Alors  les  fonctions  elliptiques  sont  liées  aux  éléments 
d'un  système  orthogonal  de  la  manière  suii'ante  : 

^^-S-  =   ik  sn(a  +  b),          '"'"""'^    =       ik  sii(«  -  b), 
— ^  =  77  en  (a  -+-  b),         — ^  =  —  -p  cn(a  —  b). 


r-^-  =  77  dn(«  +  6)  ;         — ^^  =  —  ^,  (In  (a  —  b); 

,,-t-/CT,î  A-'  ^  -^  «13—  '^i3  '• 

a,,  =  —  p  dnfif  dn6. 

a,o  =  —  77  cn«  cn^, 
ûTjT  =  —  ksnasnb; 

p",-  a,,  (3  =  -i  fZJ  au  a  sn  />  en  b  =  -  i'-^, 

/>o  — «32^3=        p  cna  snZ>  dn^  =  —  / -^j 

K—  ^''îst'a  ^        '^^'  ^n«  c"^  <!"'''  =  ~  '  '^' 


Dans  ces  expressions  on  peut  changer  l'i/idice  supérieur  a  en  b. 
"on  rhans^e  aussi  Vars'ument  a  en  b. 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  lome  VI.  —  Kasc.  VI,  1890.  ^9 
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Pour  montrer  une  seule  application  immédiate  de  ce  fécond  théo- 
rème qui  fournit  la  théorie  complète  des  fonctions  elliptiques,  je  vais 
en  déduire  les  tliéorèmes  suivants. 

9.    Théorèmes  d'addition  des  fonctions  elliptiques.    —    Si  Ton 
multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  Texpression  ^  '  ]"  •  ' 
par«,3—  ia.,^,   on   obtient,   eu  égard   aux  identités  (^^)  et  {^\  )  du 

ou,  d'après  le  théorème  III, 

inacnbànb  -\-  iwb  en aàna 


su  (a  -h  />) 


I  —  A'^sn-a  sn-^ 


D'une  façon  analogue,  si  l'on  multiplie  le  numérateur  et  le  dénomi- 


nateur  de  l'expression  — ' r-^  par  1''  —  /p'J,  on  a 


«,:,  -h  /«.,:,  .  /^3î    _      ^«33 

"~  '  V~^//  "    On 

(Jr,  en  élcNUiil  au  carré  les  trois  dernières  formules  établies  dans  le 
théorème  III,  on  tiouve 

cl  coiinnc  on  a,  d'après  les  identités  (->,), 

P^P^   ^-PiPi  +P^P^  =^'^   +'.^   .  -^*;.'u' 


,<i  ." 


il  résulte 


«3./J,    -^-^..../\.    +^/:.:./>:i    =  »' ,  , 
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Par  conséquent,  on  obtient 

sn-rt  —  sn-^ 


sn  (a  -\-  h  ) 


i,nacnb  à.nb  —  ^nbcnadna 


En  réunissant  ces  deux  formules  avec  les  deux  autres  que  l'on  ol)- 
tient,  si  Ton  multiplie  le  numérateur  elle  dénominateur  de  Texpres- 

sion  — ^ r-^  par  «, ,  —  la.,.  et  par  a..,  —  la.,.,.  on  a  entm 

'         /  ,  sna  en  ôdn  i -j- sn />cna  dn  <7 

sn(a  -h  b  ) 


(i3) 


dn  aànb  -^  /.-  sn  «  en  a  sn  b  en  b 
D'une  manière   tout  à   fait   analo^^uc,   on  déduit  des    expn'ssi()n> 
-5  en  multipliant  leurs  numérateurs  et  dénomina- 


I  —  /*  su- a  sn-  b 

sn-i7  — 

snV^ 

sna  cnbdnb  — 

snZ>cnadna 

sn  «  cna  dn  6  -!- 

sn  b  en 

bdna 

en  a  en^  H-  <na 

dn«  sn 

bdnb 

sn  a  dn  a  cnb  -\-  sn  b  di 

nbcna 

la^ 


tours  par  «,,  —  ««,,,  a,.  —  ia-^-2^  cl,.,  — /«..,,  c^ — c",  les  relations  sui- 
vantes : 

/         ,  ,,  en  a  en  ^ — snadn^snôdnA 

cn(  a  -h  ^)  =  71 ,    ,   ,  , 

^  ^  I  —  A-  sn^a  sn-t» 


(i4) 


(i5) 


sn  a  Qwadnb  —  sn  fc  en  b  dn  n 
sn  a  en  6  dn  6  —  sn  Z>  en  a  dn  a 

dn-a  dn-/^  —  k'- 
A-(cna  en  6  +  snnr  dna  sn  6dn^) 

ena  dnaen  6  dn  /^  —  X'*  sna  sn  ^^ 
dn  a  dn  ft  -H  k-  sn  a  en  rt  sn  6  en  b  ' 

/                      ,            dnadn^ — X- sn  <7cnrt  sn  feen /; 
dn(a  4-  h)  =  ,_X-sn^asn*^ 

sn  a  dn  a  en  ^  —  sn  ^  dn  b  en  a 
sn  a  en  ft  dn  t  —  sn  6  en  a  dn  a 

en  a  dn  a  en  6  dn  ft  -(-  X  '*  sn  a  sn  b 
en  a  en  6  4- snrt  dnnr  sn  6  dn  6 

X-cn*a  en- 6  4-  X'- 


dnrtdnt  -(-  X*snacna  sn6cn6 
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10.  Intégrales  elliptiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce.  — 
D'après  ridentilé  (r3',  ),  on  a 


r,  (  ^.  4-  p.,  p,  = 


Or  le  théorème  ï  fournit  les  expressions 


V    =  —  ?  - 


.3r;(^)         -(^logi 


^^.^_-%{^_-à\o^f^ 


iv\ 


(5  =  0,   I,  2,3), 

P,     -hiP.,         =     g3^         ^     ,         X.      ,         X  ' 


p-  _  iv':  =  _  (p^  ^  /p^)  =  (—  iy+'  e; 

par  conséquent,  on  a 


f  


^,(tr)-,(.r)      ' 


rf  s^u^)  _±  ^;('^)  _  ._  y  ^;Mo)^i(«-  +  a7)s,(tv-^) 


(  lomme  on  a  aussi 


(5  =  0,  r,  2,  3). 


d    %{^v)         %{w 


on  lire  de  la  dernière  formule,  pour  5  =1  o  et  «'  =  o, 

^.r    Sr(x)  S;(o)  S'-(o)  Sr-(j:*) 

ou,  d'a})rès  les  formules  (2),  (8),  (8*), 

Kn  nudli[)liant  cette  relation  (voir  n''  7)  par 


(i(V) 


(U 


d^ 


f'I  en  intégranl,  011  oblicnl 

(■-) 


ï(|'--ï(^'  =  viFW-'^m 
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OU 


(i'8)  E('^)=f\?d^. 

Pour  déduire  le  théorème  d'addition  do  rintégrale  de  deuxirnu'  es- 
pèce et  pour  établir  (mi  même  temps  l'inversion  des  intégrales  ellip- 
tiques de  troisième  espèce,  j'emploi»,'  les  identités  (-">',). 

Ou  déduit  de  ces  identités  d'abord 

en  divisant  par  a^h  ±  ia-ih^  on  obtient  de  plus 

d'où  suit  enfin,  au  moyen  de  l'identité  (-3,), 

Si  l'on  applique  (^'  )  aux  premiers  membres  des  identités  (-V^  ),  (-V^  ) 
le  théorème  I  et  aux  seconds  membres  de  ces  identités  le  théorème  lll. 


(>)  Pour  faire  celte  applicalion,  on  se  souviendra  que  les  quanlltés  «,„,,  «,„,- 
«  3- /'i^  P',/>3  dans  le  théorème  1  correspondent  au\  quantités  rt,„s,  a,„3,  «,,,1  ; 
pTpJp,  dans  le  théorème  III.  Par  conséquent,  on  prendra,  dans  les  premier^ 
m'embres  des  identités  (.V3),  (-VJ,  auxquels  on  applique  le  théorème  L  «  >";»"'^ 
/i  zr  2,  et  dans  les  seconds  membres,  auxquels  on  appli-ine  le  théorème  lU,  I  m- 

'  'rai' introduit  ce  léger  changement  de  la  notation  pour  obtenir  un  accord  ab- 
solu, d'une  part,  entre  les  formules  du  théorème  1  et  les  formules  de  mes  recher- 
ches antérieures  iCompte.  rendus,  t.  CMl,  p.  809,  90.  ,  lU.UrUn  des  Séances 
,nathérnatùjues,  t.  Mil)  dont  le  théorème  I  forme  la  ^'^^'^'^'''^\;';^l^\: 
part,  entre  les  formules  des  théorèmes  U  et  111.  Dans  les  formules  du  iheo.eme  II, 
relatives  aux  fonctions  ^,„  ce  changement  de  la  notation  m  a  paru  nccessa.re.  a(.n 
d'obtenir  les  mêmes  Indices  pour  les  coeflicienls  du  svstème  orthogonal  et  pour 
les  fonctions  sigma. 


390  F.     CASPARY. 

011  obliciil,  sans  aucun  calcul,  les  deux  formules  suivantes 

(  10)     —  ^ T  -^  ^7^  -+-  VT-T  =  —  A-  sn« sn/> sn(«  +  0  , 

X  I     r/   ,        Sr(.z-  —  tr)         !ï'(h)         2K  A'-snacnadnasn'-b 

(20)  --7- loir— ,  +  . — :  =  — • 7^ — 5 rr-- 

-^  2  <^/.r       ~2r(J7-i-»v)  ■^(,"  )  ~         I  —  A-sn-rtsn-6 

On  déduit  des  formules  (17)  et  (19). 

(21)  V.(iiïna)  -h  E(am/>')  —  E[am(«  +  b)\  =  A-sn<7  sn/ysn(«  4-  A), 
et  de  la  formule  (20),  par  rintégration, 

,  ,        2r(./-iT)         ^'(,r)  ,,  1         r''  snV>r//> 

-  loi;-  ;— -h  ^  }~  ,/•  =  A-  sn  a  en  a  on  a  /    i-r — ; —  , 

'    ;î(.r -t- II)  ;^("')  J^     I  —  /.-sn-«sii-A 

OÙ 

2  Iv  2  Iv 

La  première  de  ces  formules  représente  le  théorème  d'addition  des 
intégrales  elliptiques  de  deuxième  espèce,  et  la  seconde  formule  établit 
rinversion  des  intégrales  elliptiques  de  troisième  espèce.  Pour  donner 
à  cette  formule  une  autre  forme,  je  change  légèrement  la  notation,  en 
écrivant  au  lieu  de  b  la  lettre  u,  et  en  posant 

A  lois  la  dernière  formule  prend  la  forme 
(22)      :710g  r7 — ; — -  -h  Z.(â')u  =  A- sn<7cn<7dn<2  /     y-, ^=  11(11,  <?), 

d'où  résulte 

(23)  ll(u,  a)--  II(«,  u)  =  uZ(«)  -  ^Z(h). 

Si  Ton  pose  dans  la  formule  (2a)  u  successivement  égal  à  11,,  lu. 
n,  H-  ir,,  on  ohlienl 

2^i)     lUu,,r/  -hll(u..,«)  — II(u,  -hu..,fir)  =  ^log-^^ --)- --— -" ^• 
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Le  second  membre  de  celte  relation  représente  la  seule  expression 
qui  ne  peut  être  transformée  immédiatement  au  moyen  des  théorèmes 
précédents,  comme  contenant  plus  de  deux  arguments.  Pour  transfor- 
mer ce  second  membre,  je  reprends  les  formules  fondamentales  (  -A,;, 
établies  dans  le  n"  2.  Les  deux  premières  formules  (-v)  peuvent  être 
résumées  ainsi  : 

où  c  =±  1  et 

sj  =  z.^(w  -h ./',  </')  —  ''  -j(  t^'  ^  '-^  7^  ^' 

D'une  façon  analogue,  on  a 

^z(w")  ^(.r")  +  ^  ^,  Uv")  2r,  U-"  )  =  J^,  OR,, 
^(/';)r(3")+^&,(/")r,(;")-4:,Dll,, 

où  les  expressions  OÏL,,  DïL.,  proviennent  des  expressions  •;,,  ^,.  si  l'on 
y  échange  w,  x  en/,  ;,  et  où 

i   2w"  =^r -\-x  ^y  —  z,  2  >'"  =       ir  —  ./-^v-^r, 

j   2^"  =  ir-l-.f  —  y+-.  2::"  =  — u-H./--^.v-^  r. 

Comme  j;,^.,.  DR.OR,  =  C.^^'^^ -O-^rc,.  le  produit 
ne  change  pas  si  Ton  y  remplace  s\",  ./•,  y,  z  par  iv",  x" ,  y",  z"  (  '  ).  l'ai 


(')  On  reconnaît  immédiatement  que  celle  proposition  ne  dinère  que  légère- 
ment du  Ihéorème  fondamental  de  Jacohi  (  autres  complètes,  l.  I.  p.:>oG).  roni- 
muniquédansuneleltreàM.IIermite(./0M/vm/./.'C/e//e'.  t.  3-2,  p.  x"  ;  (th:n.'rts 
complètes,  t.  II,  p.  116)  et  devenu  la  base  d'une  théorie  élémentaire  des  fonc- 
tions elliptiques  {Œuvres  complètes,  l.  1.  p.  ^OO^  !-«  démonstration,  donnée  au 
texte,  met  en  évidence  que  ce  célèbre  théorème  se  déduit  d'un  simple  r/,a,i_i:e- 
ment  des  facteurs  d'un  produit  algébri./ue:  jajoule  que  Ton  peut  déduire, 
d'une  façon  analogue,  aussi  sa  généralisation  relative  aux  fonctions  ll.éta  .le.leux 
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conséquent,  si  l'on  pose  w"  =  o,  d"où  suit 

x"  =  a-  -h  X,  y  =  a-  -h y,  z"  =  x  -^  Y  n  z  =  (r  -h  .r  -i-  y, 


on  a 


.^ { o )  ^ (a •  +  ^) ^ {w  -h y)  3r {X 4-7)  =      ^  i^w) z  {x)  z  (^7)  r  {KV■^-x^y ) 

^z,{sv)z,{x)'z,{y)'^^kw^x-^y) 

et,  en  remplaçant  x  ^\y  par  —  x  et  —  _>',  on  trouve  par  division 


r(u-  ^.r)  Sr  (.r  -^  j)         2r(«')  ^(j?)2r(j)  -  (tv  -H  J^+ r)  -1-  ^1  ("0  ^1 1-^)  ^i  (  v)  Sr,(iv^a-^jK) 

En  prenant  dans  cette  formule 

T.a  ru,  TU., 

(r  = 

on  en  déduit 

e(H,  —  a)e(u2—  «r)e(H,  +  u2  +  «) 


2  K  2  K  -^  i  K 


^  e(u,  +  rt)  e(u2H-a)e(u,  +  uj— «) 

^        1  1  —  Â'*  snasnu,  snu,  sn(Ui  H- u,  —  a)         _  - 

= 7^ = — '^-^ = ^  =  tp  u,,  u..,a). 

'  I -i- A"-snrt  snui  snu-,  sn(Ui  +  u, -f- «  )  .,     - 

Donc  le  théorème  d'addition  des  intégrales  elliptiques  de  troisième 
espèce,  relatif  auv  arguments  n,,  u.,  est  représenté  par  la  formule 

(26)     11(11,,  a)  4-  11(^112,  a  j  —  lK"i  +  ":i5  ^)  =  ^lo8'-'-\"i'  "25  ^r^- 

D'une  façon  analogue,  on  obtient,  à  l'aide  des  formules  (21),  (22^ 
(23)  la  relation 


i  11(  u,  a^  )  +  ri(  u,  a.  )  —  II(  u,  a^  4-  a..  ) 

(  21  ^ 

'^         (       —  n/i-^snrt,  sn«^  sn(  (7,  H- <7.  ) -h  ;^lo£ 


^logÇ^a,,  f/,,  U), 


arjiiimenls,  doiil  M.  Kosenhain  a  tiré  la  théorie  des  fonctions  liyperellipliques  de 
|)rernière  espèce;  et  même  les  théorèmes  corrélatifs  pour  les  fonctions  thêta  d'un 
nombre  quelconque  d'arguments  {voir  mes  travaux  :  Comptes  rendiix,  t.  CIV, 
p.  109^,  1203,  Math.    inn..  t.  XXVill,  p.  493;  t.  XXX,  p.oji). 
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.jui  représente  le  Lliéorèine    d'addition   des  intégrales  elliptHpies  de 
troisième  espèce,  relatif  aux  [)araniéli'es. 

J  1.  Fonclioii  p{Li).  liclalions  ciilrc  les  J'oncltons  si  Lima  ('  ). 

Après  avoir  étal)li  les  formules  fondamentales,  relatives  aii\  fondions 
thêta,  il  reste  à  examiner  les  fonctions  sij^nia.  Comme  ces  rechcrcln-s 
sont  tout  à  fait  analogues  aux  précédentes,  je  me  borne  à  dédunv  les 
relations  les  plus  importantes,  en  inirodnisani  la  fonction  J)( // )  <l<' 
M  .  Weierstrass. 

D"a])rès  le  tliéorème  11,  (ni  a 


d'où  suit 


^/l()o(,'  = 


du  H-     / 


fU. 


Comme  le  ])renrnM'  nnMuhre  de  eetle  r.-lalion  esl  nii.-  dill.ivnli.'llr 
exacte,  on  ol)li<'iil 

Si  Ton  introduit,  d'après  M.  Weicrslrass,  la  fonction   pi  f  ).  définie 

par  la  formule 

_       dno^:i{it)  _  _  jr/^  -iHn 
p{a)=  j^,        -       ,/,,   ^^„)' 

on  lire  (le  la  dernière  relation 
(  )i-  on  a,  d'après  ridenlilé  (  .<J, 


Il   '■        ."  .'•  1 


^  i|, ,.';  +  A-;;  )  (  r'i  -  n-,)   -  y  ^\  -  i^\  )('•'>  '<  A 


r'  )    Voir  SiM^y.KM7.,  Formeln  und  Lehrsnlze  zinn  Cchranrhr  dcr  c/l,,>tisch<n 
Funclioncn  ;  Halphen,  Traite  t/cs  fonctions  el/i/'/i'/i'cs.  l.  1.  iX86. 
Journ.  de   Math.  (.','  série),  loi.ic  M.   -  l\.sr.  W,   iS.,... 
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l'I,  d'après  le  ihéoivme  II, 

donc  on  a  la  relation  fondanienlale  (  ') 

o\  /      ^  ,  -^  (  U  —  K-  )  '  {  U  —  ri 

J  (I  .  j-{  u  )  j  -  (  (•  ) 

Si  Ion  pose  maintenant 
(  2f))  co  =  aIv.  co'  =  aK'  /, 

A  étant  une  constante,  on  a  (  ro//-  .Iacobi.  Œmr.  cnnipl.,  I.  I.  p.  vj")  1 

-o)'         -Iv'/  ,  ., 

■20J  ■>.  K  -        '^- 

A  laido  de  c<'tle  formule  et  à  Taide  des  relations 

1 
r,((iw- J-)=  r2(n),  3r,(<r  —  i/lo§-^)=  />/   ^--'''.ritr), 

1 
r,((r  -h  ^-  —  ^nog-^)=  ^   '^'-"■'raOr), 

011  déduit  des  définitions  ((0)  des  fonctions  sigma,  établies   dans  le 
n"  4,  les  définitions  suivantes 

■',(//=  r -'^^"    -4^ — ^ —    =  —  r^'"    — —  , 

'       •  :r(to)  a'(cu) 

(<i>,)  ■    ^^(  U)=  e-^'  "  -— rf —    =—  c^'      — - — FT—  ' 

f  _,  r'ii   jC  «  -h  w'  )  „,.,  :;•(  ^/  —  10'  ) 

J  (  W    )  3  (  OJ    ) 

(  '  )  Si  l'on  emploie  au  lieu  des  lonclions  sigma,  les  fonctions  llièla,  les  idenlités 
«lonl  j'ai  fait  usage  fournissent  les  formules  f(ue  M.  Sclieibner  a  dumii'e-;  dan-  un 
tié>  beau  Mémoire  (voir  Math,    inn.,  t.  WXIN  ,  p.  Ôog). 
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OÙ  ,       , 

Si  Ton  inlroduit  de  plus,  diaprés  M.  Weiersirass, 
au  nioyru  des  définitions  (cô,  ),  on  déduit  d.'  la  formule  (28) 

Ceci  établi,  je  ])Ose  pour  Tins  tant 
alors  on  a  (voir  n°  4) 

et,  par  conséquent,  d'après  le  théorème  H. 

|V,ur  ^/  =  o,  on  en  tire 
et,  sil-ou  porte  cette  formule    dans  la   relation  .  .  ).   on   oblieul 
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Si  loii   rcmplacr  dajis  celte  formule  1  indice  //  })ar  A  et  /  et  si  Ton 
ii'lianche  les  deux  formules  qui  en  proviennent,  on  n 


Il  )  -i',  (  u  ) 


ou.  d'après  la  formule  (  3o  ). 


Va\  comparant  celte  foi-mule  avec  la  formule  {a),  on  a 


-k-i  -^ 


<1  ou  suit 


ri'i^ 


1 

\   ^3- 

1 

—  et. 

v^-.- 

1 

—  «^3 

V  e.,— e^Vei— e, 


l<'s  racines  carrées  prises  avec  le  signe  positif. 
A  l'aide  de  la  formide  (3i\  on  obtient  encore 


''^'0 


d^  -iu  (  "  )  __  -ik  (  »  )  :^/  (  »  ) 
du    -Hu)  ^-  (  '/  ) 


Jùi  égard  an\  fuiniiiles(  .'lo  ).  |;i  formule  (  '^i  )  prend  les  forme 

p'(//)^^  ||,P(//)-    ''.||,p('/>  '-.IIJX//)    -    '':,|. 
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Daprès  le  thcorônie  11,  on  a 


T7r~  —  —  '/( 


=  —     |)(  //  )—  .|)(  »■  ) 


l*ar  (•()iis(''([ii(Mil.  ridciUiU'  (  voif  n"  î)  ) 


wAp(^'  ^-  ^'^^  ''/'■ 


c'/ 4- /(•:,' 


se  Lianslbrmc,  eu  égard  d\iillein's  aii\  tonmdcs  (  3o  )  cl  (T)).  en  la 
sin\aiile 


V,pU/  -f-  i\)—  t'/ 


_  ,jp(>o-^;/lf.p(n-o,ll,)Mr)-o]-v[i»(>-)-g//|[.r(")-gA-:i[.i'(")-o: 

(lui  rcprésciUe,  sous  une  forme  irraliounellc  !<■  lliéorn,,."  <raddili..ii 
pour  la  fonction  p{u).  En  élcvanl  celle  forniul."  an  eanv.  ,.n  l.nuN.-. 
après  quelques  calculs  simples, 

Le  premier  nuMuhre  de  la  formule  (3G  ) 


au 

ne  change  pas  si  Vmi  ajoute  à  .v  une  conslanl.'.  <  )r  ..n  pcul  drlrnuinrr 
cette  constante  de  façon  .pio  la  f..rnu'  (  -v  -  <',)  (  s  -r,)(  s  -  r,  )  soil 
une  forme  réduite,  cVst-à-dne  que  r, -h  .-,  +  .v,  so.t  ei^ai  a  zer<..  I  ar 
conséquent  on  peut  supposer  que 

Cy  +  t'.>+  '':,  =  O. 
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Alors  le  ihéoivme  craddition  de  la  fonction  p(in  prend  la  forme 
plus  simple 

I  rp'(")— p'(<")T' 

(37)     jx  » + .■  )  -^pun-  ,p(  ,■,=.,  [■;;„)_;,'.,,  j . 

et  la  formule  (  36  )  devient 

(  iS )  du  = -==4=, 

\/^s^  —  S^iS  —  g3 

où 

(39)       j  Co^a-h  ^3*?,  4- e,<?o  =  — ^(  e^-^  c^-h  c!;  )  =  — |«^2, 
f  ^,^2^3  =  :^  «-g. 

D"après  les  définitions  (S))  (voir  n*"  4  ),  on  a 

où 

ol)  =  A  K.  a  =^  —  =  -  — p , 

2  oj  /.   2  K 


et  où  aux  indices  A  =  i,  2,  3  correspondent  respectivement  les  indices 
V  =  -2,  3,  o.  Par  conséquent,  si  l'on  prend  A  =  3,  v  =  o,  if  =  w,  (i  =  -"  ^ 
on  obtient 

:? (  w  )         >.  2  K  ^        ^  / -  \  À  -3(0)    Sr  (  o  )  ^2  (  o  ) 

ou.  d'après  la  formule  (2  )  ('n°  6). 

J-,  (  OJ   I  I 


J  (  (O  )  /. 

et,  d'après  la  formule  (  3oj, 
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donc  la  formule  (29)  devient 


(4o)  coyV',  —  e.,  =  K,  co'vV',  —  ^',,  =  K'f. 

Au  moyen  de  cette  formule,  la  définition  {'^.2)  donne,  pour  //  =  3, 
V  =  o. 


=  V^' 


("^  _     I- ^^.(o)  ^V2K^^'~^V  _       \/^^^^ 


u)  '    '  '^3(0).    f-u 


(voir  n"  7). 

En  prenant  encore  A  =  1.  v  =  2:  //  =  2.  v  =  j,   on  dédnil   de  la 
d(''finilion  (  (.ô.>  ),  au  inoven  des  formules,  établies  dans  le  n''  7. 


\P('0— t'a 


\p(")  — «3 


dn(//\^',  —  r';,,   A)  =  '-==. 

VP  (  "  >  -  ^3 

où  jai  ajouté,  dans  la  notation  des  fonctions  clliplicpK's.  le  modidc  donl 
elles  dépendent. 

Au  moyen  de  la  définitic^n  dn-«=  i  —  A'-sn-^/.  ou  di-duil  rucorc  des 
formules  (\i) 


(42)  A  =    ,  A  = 

1  /  ^ 


V'e,  —  ej  V<^i— ^3 


Enfm  comme  sn(w  v'c,  —  t',,  A)  s  annule  pour  u  =  o,  il  résulte  de 
la  première  formule  (40'  *^F^*'  p(u)=-'i  dovionl  y:  pour  ^/  —  o:  donc 
on  tire  de  la  formule  (38) 

L'expression  diUcrentielle 

ds 

v/4  *'—<?•*  —  , A'3 
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peut  ctro  Iransformée,  au  moyen  de  la  substitution 


.s  = ^ ,  y- 


a,  3.  Y?  ^  étant  des  constantes,  en  lexpression 

dv 


ou 


V'/(J') 

=  .\.(y  —  a)(y  -  h)(y  -  c){y  -d). 

Dans  une  lettre,  datée  du  6  septembre  1887,  dont  M.  Hermite  a 
bien  voulu  m'honorer,  l'illustre  géomètre  a  établi  pour  l'expression  y 
plusieurs  formes  bien  élégantes;  on  les  trouve  dans  une  Xote  publiée 
dans  le  tome  \  de  ce  Journal,  page  73,  formules  (8),  (9),  (10  ). 

12.  Fondions  douhlcincnl  périodiques  de  seconde  espèce.  Re- 
niargues  finales.  —  Dans  les  recherches  précédentes,  ni  la  fonction  ? 
du  tliéorème  I,  ni  la  fonction  (J  du  théorème  II  n'ont  joué  un  rôle  es- 
sentiel. Cependant  pour  l'examen  de  problèmes  plus  élevés,  il  est 
important  que  des  fonctions  quelconc|ues  entrent  dans  les  formules 
des  théorèmes  cités.  Pour  en  donner  un  exemple,  je  vais  aborder  rapi- 
dement les  fonctions  doublement  pt'riodicjues  de  seconde  espèce,  dé- 
couvertes par  M.  Hermite. 

Dans  son  admirable  Ouvrage  :  Sur  quelques  applications  des 
fonctions  rlliptiques  (Paris.  Gaulhier-Villars;  i885  ),  M.  Hermite,  eu 
examinant  \o  problème  delà  rotation  (voir  loc.  cit.,  n°*\,...,  XX),  a 
introduit  (  à  partir  (hi  n"  XXIllj  les  fonctions  doublemcnl  j)éii()di(jues 
de  second»'  rspèce 

Dans  cetl<'  <.'\piession  /.  et  v  sont  des  constantes;  7  est  une  racine 
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quatrième  de  rnnilé  et  les  fonctions  0  sont  définies  par  les  éciuations 


Si  Ton  prend  s  =  i,  on  a 

;0',  (o)fi,(</  +  rt)e'"+"' 


2K  ?-K 

iv  =  —  a. 


$, 


%{a)%{u) 


expression  qui  met  en  évidence  que  4>,  devient  éj^al  à  la  (luaulilf 
(;^  _l_  ii-'l  du  théorème  I,  si  Ton  y  pose  s=o,r  =  i,w  =  const. ,  (la-  =  o, 

et 

f,  =  ie'"^\ 

De  plus  on  voit  que,  dans  ce  cas  ('  ), 

iV«=:X  +  D„logOo(a)=£n 

et  que  les  quantités  a,,  +  ^'«2.,  «.:i  -^  ^'«22,  «.3  -^  '«2:.  dcvieniicnl.  sauf 
des  constantes,  les  fonctions  $,,  *ï»o,  ^2-  1^"^"^  o^^  ^oit  que  les  coefti- 
cients  «3,,  «32,  «33  et,  par  conséquent,  aussi  les  quantités  p^;, />", //; 
deviennent,  sauf  des  constantes,  égales  aux  quanlilésL,  =  ikçnu, 
U.  =  /fsnw,  U3=idnw,  introduites  par  M.  Hermite  (voir  lor.  ril.. 

no'xXV). 

D'une  façon  analogue,  on  obtient,  en  augmentant  convenal>l.Miiriil 
Targument  w  ou  a,  la  proposition  plus  générale  : 

Les  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  <ï>,.  <l>,_.., 
*2+5,  ^z-s  {s  =  0,1,1,  3),  oii  les  indices  inférieurs  sont  pris  suivant 
le7nodulr  4,  et  les  expressions  £„  U,,  U,,  U3,  découvertes  et  infro- 
duites  par  M.  Hermite  dans  sa  théorie  desdites  fonctions,  sont  pro- 
portionnelles aux  éléments  d'un  système  orthogonal,  savoir  : 
t;^^/,-;;,  a,,-^ia,,,  a,,^ia,,,  a,,  +  ia,,;  r^;  ^3,  ou  p'%  a,,  ou  p'[, 
a;j3  oup'l- 


(»)  Hermite,  loc.  cit.,,  n°  XXllI. 


Journ.  de  Math,  ('i'  série),  tome  M.  -  l-ase.  IV.  1890.  ^  ' 
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La  proposition  précédente  n'est  pas  liée  seulement  aux  importants 
résultats  de  M.  Hermite,  mais  encore  plus  étroitement  aux  ingénieuses 
méthodes  de  cet  illustre  géomètre. 


O' 


En  poursuivant  la  voie,  ouverte  par  Jacobi  pour  la  résolution  du 
problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide,  M.  Hermite  a  réussi  à 
exprimer,  sous  une  forme  extrêmement  élégante,  les  neuf  cosinus  «,„„ 
des  angles  formés  par  les  angles  rectangulaires  fixes  et  mobiles  et  les 
composantes  de  la  vitesse  de  rotation  p,  ^,  /-  p,  c',  p"  au  moyen  des 
fonctions  thêta.  Dans  ces  expressions  entrent  deux  arguments,  dont 
Ton  reste  constant  et  dont  l'autre  est  une  fonction  linéaire  du  temps. 
I'>n  sachant  par  mes  recherches,  relatives  aux  fonctions  thêta  de  deux 
arguments  (^Journal  de  Borchardt,  t.  94;  Comptes  rendus,  1887), 
que  les  produits  de  ces  fonctions  forment  les  seize  coefficients  d'un  sys- 
tème orthogonal,  quelles  que  soient  les  deux  pauses  d'arguments 
qui  y  entrent,  j'ai  été  conduit  à  examiner  la  question,  si  les  résultats 
de  M.  Hermite  restent  encore  valables  sous  la  condition  que  les  deux 
arguments,  dont  les  fonctions  thêta  dépendent,  sont  quelconques. 
Après  avoir  trouvé  que  c'est  le  cas,  la  méthode  de  M.  Hermite,  em- 
ployée à  un  problème  de  Mécanique,  pouvait  être  aussi  appliquée  à 
l'Analyse,  c'est-à-dire  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  des  fonc- 
tions hyperelliptiques  de  première  espèce.  On  n'a  besoin  que  de  rem- 
placer les  quantités  /?,  ^,  /•;  v,  p',  p"  par  les  quantités  jo, ,  p^^  p^'^^n  ^'2^ 
p.,  et  de  faire  usage  des  identités  qui  existent  entre  p/,,  ^^{h  =  i,  2,  3) 
cl  les  (bfférentielles  da,nn  (w,  /^  =  i ,  2,  3). 

(^'est  ainsi  que  j'ai  étudié  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  des 
fonctions  hyperelliptiques  de  première  espèce,  et  que  j'ai  obtenu  les 
résultats  dont  je  me  suis  permis  de  proposer,  dans  ce  Mémoire,  les 
])reinièrcs  conséquences. 

Si  l'on  emploie,  au  heu  des  fonctions  thêta,  les  fonctions  sigma  et  si 
Ton  pose,  dans  les  formules  du  théorème  H,  l'argument  p  égal  à  une 
constante,  et 
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les  expressions  v"-h  iç'.^  et  «,/i-i-  ia^f,  se  transforment  dans  les  fonc- 


tions 


?  = 


-MÇfl') 


dont  la  fonction  o  est  employée,  précisément  sons  cette  forme,  par 
M.  Halphen,  comme  fonction  doublement  périodique  de  second<' 
espèce  ('). 

Or,  pour  les  valeurs  introduites  de  c-  et  de  ()',  l'expression  de  13  s'an- 
nule; donc  : 

On  obtient  les  propriétés  algébriques  et  différentielles  des  Jonc- 
tions o  et  ^;i,  dont  la  fonction  o  est  introduite  comme  fonction  dou- 
blement périodique  de  seconde  espèce  par  M.  Halphen,  si  l'on  pose, 
dans  les  identités  du  n°  3  et  dans  celles  qui  en  proviennent,  t.,  égal 
à  zéro. 

En  terminant  ce  Mémoire,  je  me  permets  d'ajouter  encore  quelques 
remarques  sur  les  différents  points  de  vue  sous  lesquels  les  recherches 
précédentes  peuvent  être  continuées. 

D'abord  on  peut  remplacer  les  fonctions  thêta  et  si»,nna  duii  seul 
argument  par  les  fonctions  correspondantes  de  deux  arguments.  Ainsi 
se  déduit  la  théorie  des  fonctions  hyperellipti(|ues  de  première  espèce, 
d'une  façon  élémentaire  et  analogue  à  la  méthode  que  j'ai  exposée, 
pour  les  fonctions  ellipticjues,  dans  ce  Mémoire  (-). 

De  plus,  on  peut  employer  les  éléments  de  deux  systèmes  orthogo- 
naux pour  en  composer  les  éléments  d'un  troisième  système  orthogo- 
nal. En  prenant  pour  les  éléments  des  systèmes  composants  les  expres- 
sions, formées  par  les  différentes  fonctions  périodicpiescrun  ou  de  deux 
arguments,  on  obtient  plusieurs  systèmes  composés.  Les  éléments  de 
ces  systèmes  composants  et  composés  sont  liés  entre  eux  par  des  rela- 
tions algébriques  et  différentielles  qui  découlent,  les  unes  et  les  autres, 
d'identités. 


(')  Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  t.  1,  p.  iSo. 

(■-)   Voir  Comptes  rendus  de  f  Académie  des  Sciences,  t.  CXI,  p.  325. 
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Les  relations  différentielles  conduisent  à  des  é(|uations  totales  et  à 
dérivées  partielles,  dont  on  connaît  les  intégrales,  formées  par  des 
fonctions  périodiques.  Ces  équations  sont  précisément  celles  qui  se 
présentent  en  Géométrie  et  en  Mécanique,  et  sont  devenues,  dans  le 
cas  des  fonctions  doublement  périodiques,  d'après  les  célèbres  recher- 
ches de  M.  Fuchs  et  de  M.  Hermite,  Tobjet  des  excellents  travaux  de 
^IM.  Appell,  Brioschi,  Gyldén,  Halphen,  Mittag-Leffler  et  Picard. 
Pour  cela,  l'examen  détaillé  desdites  relations  différentielles,  qui  offre 
un  vaste  champ  de  recherches,  me  [)araît  assez  important  pour  le 
poursuivre.  J'y  reviendrai  dans  une  autre  occasion. 

(^u'il  me  soit  permis,  en  publiant  ce  Mémoire,  d'offrir  nies  remer- 
ciements, aussi  sincères  que  respectueux,  à  M.  Hermite,  qui  a  bien 
voulu  m'aider,  dans  mes  recherches,  de  ses  précieux  conseils  et  men- 
courag:er  par  son  bienveillant  intérêt,  dont  je  suis  profondément  recon- 
naissant à  l'illustre  géomètre. 
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Remarques  sur   eerUtines  équations  aux  (lifére/tres  /Mtrtwlle.s 

d 'ordre  supérieur  ; 

Par  m.   Algust  liUTZMEU,  a  Berlin. 


Dans  son  Mémoire  sur  Véquatioii  aux  dijféreiirrs  parlirllrs  du 
quatrième  ordre  AAw  =  o  et  sur  Véquilihre  d'élastirllr  d'in,  mrps 
solide  ('),  É.  Mathieu  a  étudié  Téquation 

(ïui       d'If       d'il  ^  ^     O'u  ^''L_  _!_  .,  .  ^' "     —  o 

obtenue  en  appliquant  à  l'expression 

d'^u       d-ff   ,    <r-u 
dx^        dy^         oz- 

cncore  une  fois  l'opération  indiquée  par  la  caractéristique  A.  .-l  <•<• 
géomètre  a  introduit  la  définition  du  second  potentiel,  fonction  a  .!.■ 
X,  y,  z  qui  satisfait  à  Téquation 

AAvx"  =  o, 


(•)  Journal  de  Mathématiques,  ■1'^  série,  l.  \IV,  p.  378-^2 1;  1869.  To//- aussi 
la  Théorie  du  potentiel  et  ses  applications  à  f  Electrostatique  et  au  Mai^ne- 
tisnie,  du  même  auteur. 
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si  le  point  (x,y,  z)  se  trouve  en  dehors  d'une  masse  distribuée  dans 
un  volume  w,  et  à  Féquation 

Mw=-Sr.o(x,  y,z), 

si  le  point  (x,  y,  z-)  est  situé  à  l'intérieur  de  w  et  où  ç.  désigne  la  den- 
sité de  la  masse.  En  particulier,  Mathieu  s'est  occupé  du  cas  spé- 
cial où  l'équation  Hu  =  o  est  réduite  à  deux  coordonnées.  L'étude 
du  Mémoire  cité  nous  a  fait  reconnaître  qu'on  peut  aisément  étendre, 
d'une  manière  générale,  les  formules  et  les  résultats  qui  y  sont  con- 
tenus ;  c'est  ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  voir  dans  ces  remar- 
ques. 

l .   Occupons-nous  d'abord  de  l'expression 

.  à'  Il        0-  u 

ÔJc-         ôv- 

réduite  à  deux  coordonnées.  En  y  apphquant  l'opération  A,  nous 
aurons 

» .,  t  /  t    \  à*  Il  ô'-u  ô*  u 

^       ^  ôx*  o.r^  ay-        ay^ 

de  même  nous  trouvons 

A  if  =  -T—^  -h  o  ,   ,  .  ,  -h  ô  .   .,  .  ,  -h  x~^  • 
dx^  ().r*  ()y-  ÔJC'  oy*         oy'^ 

\'ln  continuant  de  celte  manière,  on  obtiendra  généralement 

.„  ô'-"  a         /n\       ()-"  Il  fn\        d^"  u 

A"  U  =  -r--  -4- 


Ojc^"         \\  J  Ojc'-"~-  ()y-         \2/  dx'-"^"'' dy* 

n    \        à-"  u  ()-"  Il 

n  —  i)  dx-ây^"-'  ~^  dW'  '  ■ 

comme  on  démontre  aisément  par  induction.  C'est  à  de  telles  équations 
que  se  rapportent  ces  remarques. 
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2.   On  sait  que  l'équation 

\u  =  <) 

est  remplie  par  u  =  log-  et  donc  de  même  par 

Wo=logy.  -t-T, 
où 

Or,  Mathieu  a  trouvé  que  la  fonction 

satisfait  à  Féquation 

Aw,  =  410^7.  ==  4"o  —  4, 

et  par  conséquent  à  l'équation 
Nous  avons 

cherchons  donc  si  la  fonction 

satisfait  à  l'équation 

y-  a  —  G. 

En  effet,  on  a 

yi/.,  =  G'|//o  —  9^)^ 

y  IL,  =  <). 

En  considérant  maintenant  ji:énéraleiH('iil  l;i  lonclioii 


/joS 

on  troHvo  aisément 
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,2),- 4 


X  —  I         À  —  '?. 


A    Uy=   2^X2  ï/^_,  -2-X/'2>-2^ 

<'l,  i^cnéralement, 

V  — I 

^  ">        2     [(X_v)!j  ">-^       -     |_(X_v)!j    ^  X-A- 

A=0 

^)n  voit  immédiatement  qu'on  aura 

A^wx=  Awo-t-  B; 

floMC  la  fonction  Uy  satisfera  à  l'i^qnation 

A^-^W/),=  o. 

(Connue  «0,  f/, ,  . .  .,  w>_,  satisfont  déjà  à  des  équations  d'ordre  infé- 
rieur, ces  fonctions  rempliront  identiquement  la  dernière  équation; 
d'où  l'on  conclut  que  l'équation 


A«w  =  o 


aiii'a  la  solution 


u  =  Uf,^  u^-^. . .-+-  u„_ ^ 
(Ml,  [)lus  {généralement, 

où  Ton  a  désij^né  par  i^•,^_^  (z-^)  el  //.„_,  (/•-  )  deux  fonctions  entières  de 
dej^ré  (//  -  i). 
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5.   Soiciil  iiiaiulonanl 

oja,  h),  o,(>,  b) ?„-,(«^  f>) 

n  fonctions  des  coordonnées  (a,  b)  d'un  point  situé  à  rintérieur  d  iiii.' 
partie  w  du  plan  limitée  par  une  courbe  fermée,  et  supposons  que  ces 
fonctions  s'annulent  pour  tous  les  points  à  l'extérieur  do  co;  considé- 
rons alors  les  expressions 


où  rinté-ration  se  fait  sur  tous   les  éléments  de  w.    Kvid.MuiH.Mil    la 
fonction 

satisfait  à  réquatioii 

si  le  point  (.r,  y)  se  trouve  à  Fextérieur  de  co  ;  donc  on  a,  dans  ce  cas, 

en  posant 

V  =  r,  +  c-,  -h... -h  i-„. 

réquation 

A"V  =  o. 

Si,  au  contraire,  le  point  (.r,  v)  est  un  poi,..  inlm.M.r  à  co.  ..n  a, 

comme  on  sait, 

Ac',  =— 27:Oo(^,  v). 

Journ.  de  Math.  (4'  série),  lomc  M.  -  Fasc.  IV.  .89... 
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(3r,  en  protitaiit  des  relations  des  //>  (n°  2),  on  a,  généralement. 

où  r',"  est  la  valeur  de  \,\  qu'on  obtient  en  y  substituant  ç>i(«,  Z')  au 
lieu  de  OoÇ^h  ^)-  A  Taide  de  l'équation  précédente  on  peut  donc  con- 
clure que,  pour  un  point  intérieur, 

A^-,  =—8-0,  ('./;,  j). 

Ku  continuant  de  cette  manière,  on  trouvera  aisément  (jue,  [kjui-  un 
point  intérieur  de  eu,  on  a 

y^..  =  _  2^>-*  [(  A  —  I  )  !  p  -9),^,  U,  y). 

équation  correspondant  à  celle  de  Poisson.  La  somme  V  satisfait  évi- 
demment à  l'équation 

A"V  =  -  t:  V  ,--'|(  A  _  I)!  lU"--9,^,(.r,;a 

OÙ  A"  w  est  égal  à  f(. 

11  n'y  aurait  pas  de  difficulté  à  donner  un  sens  physicpie  à  ces  fonc- 
tions c>,,  comme  Mathieu  l'a  fait  pour  le  cas  n  =  2,  et  l'on  ap[)(d~ 
lera  donc  c,,  \\,^  ...,  r„  le  premier,  le  deuxième,  ...,  le  /(t"''"*"  potentiel 

de  //  couches  de  matière   répandues  sur  o)  avec  les  densités  o^,  '^, 

o„  ,  et  qui  agissent  d'après  des  lois  (pi'on  peut  trouver  des  fonctions 
//„,//, //„   ,.   l)'aill<Mirs   le  potentiel   ^'^   dill'ère  du   polenliel  loga- 

rithmi(]ue  ordinaire   (Tune  conslaule  M  =  /  o,/c/.  A)  ^/co,  égale  à    la 

masse  d'une  couche  de  matièi'e  répandue  sur  co  avec  la  densité  cp,,. 
Nous  avons  introduit  cette  constante  pour  plus  tl'uniformité  et  de  gé- 
néralité dans  les  for-mules. 

il  se  conq)r<'nd  de  soi-même  (pTd  faut  sup[)oser  pour  ces  fonctions 
certaines  concntions  de  continuité  l'cmjdies  pour  (jue  les  opi'ralions 
aient  un  sens. 
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4.   En  considérant  maintenant  le  cas  où  u  est  une  fonction  des  trois 
variables  (r,  j,  z),  nous  partirons  de 


d'où  nous  tirons 


.  t)-  //        û-  H       <y-  Il 

A//  =  -r-.   -+-  -T-T  -{-  -r-r 
Or-  ily-  <)z- 


12  „         ^^''^     ,     '^'"     ,     ^^"  ,  „      <^*"  à'u  d'il 

dx'  ÔY*  ôz*  ÔJr'dv-  O.r^O:-  rjy'à:-'' 

.3..  _  ^     ,     ^     ,     à^  ,  ,.      (j'^«  „      (;<^«  .^      rJS/ 

o     à''ii       ,  o  0*^11  .j      (^««  ,,        ()"ii 


à.c'-Oy*  dx'-ôz'  ày'-()z'  àr-ày-âz' 

et,  en  général. 

Ô-"  Il 


.    ^      à:  a!  V  !  O.c^*' Or'-v- Oz-'-' 


A,   [1,   V  =  0 
1/,  -"-LU-  V  =11, 


Or,  l'équation  Aw  =  o  est  remplie  par  u  =  -  ci  //  =  r"  =  i  :    donc 
nous  posons 

^^  =  7  +  I  • 

où 

7-2  ^  (^  _  «)2  _|_  (V  —  //  )2  -f-  (z  -r)-, 

cette  fonction  satisfera  à  Téquation  \u  =  o.  Si  nous  prenons  mainte- 
naiil,  comme  au  cas  considéré  au  n"  2. 


«,  =  r-(/^  =  /■-  (  j  ^  ij. 


nous  aurons 

A«,  =  ^  -^6=  2^0  +  4; 

donc 

A=^//,=o. 


En  considérant  généralement 


">  =  '■='(  7. +  >  )• 
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on  aura 

A^  Uy  =  2  A (2  A  —  I  J  (- "''^  ""  ^)  (^  ^'^  ~~  ^  ^  ^'>  -2  -h  2  .  2 .  2  A  (  2  >.  —  1  )  (2  A 2  )  /•*' 

A-'//).=  2A(2A—  l)...(2A—  5)W),^3  4-2.3.2A('2A—   r  ). .  .(2  A  —  4)7-2'-% 

'■  (2X  —  2v):  (2  A —  2v-}-.l). 

On  conclut  do  cette  équation  immédiatement  que 

À!  Liy  =  (2A  )!  f/o  +  2A(2A  )  :. 

et.  par  suite,  la  fonction  Uy  satisfait  à  l'équation 

A'-'//>  =  0. 

(!!onime  on  a  au^si  idcnlupirni.'iil  Y~''f/;  ==  o  i)(>iii  A  =  2,  o la 

somme  des  n  fonctions 

U  =11^—  II,  -^  .  ..  ^  //,,.., 

=  '   -f-  i  +  /--h/---h...4-/-"'-'-^/--"  ^ 
/• 

on.  plus  i;énéralcni<iil .  la  fonction 

//=«•„_,(/•-)  ^  W/„    ,(/•■- j. 

où  if,j_,  et  //„_,  son!  deux  fonctions  cnlirrcs  de  di'i^vî'dt  —  1  ).  >,itisf('iii 
à  léquation 

A"//  =  o. 

'>.    Si  nous  df'siyiions  maintcnani    |)ai' 'v„(  <:/.  A.  r  ),  0,  (  r/,  h.c) 

o^-ifr/,  A,  6'),  /i  fonctions  des  j)oinIs  (a,  A,  c).  situés  à  l'intérieur d'nn 
volume  (si  de  l'espace,  (*t  si  nous  supposons  que  ces  fonctions  sCva- 
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nouissent  au  dehors  de  w,  il  est  aisé  de  démonlrer  que  les  expressions 

c-,  =  1  u^^,(a,  h,  c)d(o. 


t■«=J'^«-.?«-.(^^^'^'■)' 


loi 


où  Ton  iulègre  sur  tous  les  éléments  de  w,  reuiplisseuL  respecliNeinriii 
les  équations 

Ar,  =  o,  A-^-,  =o.  ....  A"r„  =  (». 

pourvu  que  le  point  (.r,  j,  ^)  se  trouve  à  rexlérieur  dr  co:  dr  niéni.'  1;. 
somme  V  =  p.  -h  ..,+...  +  r,  satisfera  à  l'équalion  Yu  ^  o  ,,on,  un 
point    extérieur.    Dans  le    cas   contraire,   ou    i>arl    d."    1  c.|uali..i.    d." 

Poisson 

Ar,  =  —  'i'9..(-^'5/?  -)' 

.1,  on  profitant  de  l'expression  de  Y u,  (u"  i  ),  un  oMiml  fa<-iinn.-nl 

et,  généralement, 

A' f>,  =  -  (> A  -  2 V  'i  r.z-,   ,  i-''^  V.  -  )• 
de  sorte  que  V  satisfait,  pour  un  po.ul  n.teri.ur.  a  Irquahun 


A«V  =  -  \r,^{^-^f^—'^-)  •  A"  'O),-,  W-,.>', 


:;). 


•  1  !...,;   on    11"   ■»     on   (l(''<i<'Tit'ra  les  fonclious  c,. 
Comme  au  cas  considère  au  n    o,  ou  'i..i.-,ii  ^^^^^^ 

r    sous  les  noms  de  premier,  de  d.-,.x..Mne .le  ,/        |h.I.  u- 

ti^L  Clulqne  poteutiel  est  composé  de  d.-ux  par,..<  d-.n.  1  uue  a  1  evp.,- 
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saut  d(^  r  impair  et  l'autre  pair,  de  même  qu'on  a,  dans  le  cas  de 
deux  coordonnées,  une  partie  logarithmique  et  une  autre  où  l'expo- 
sant de  /•  est  un  nombre  pair.  D'ailleurs,  notre  définition  diffère  un 
peu  de  celle  de  Mathieu  pour  le  cas  /z  =  2,  ainsi  que  c,  diffère  d'une 

constante  M  =  /  9o(«5  ^1  c)  dia  du  potentiel  newtonien  /  Mi^i__i_£i  cita. 

(î.  Les  mêmes  considérations  que  nous  venons  d'employer  pour  les 
deux  cas  où  u  estfonclion  de  deux  ou  de  trois  variables  peuvent  servir 
poui'  le  cas  général  où  u  est  une  fonction  de  p  variables  indépen- 
dantes x,,  .^o,  ...,  j?p.   On  sait  que  la  fonction 

■    p  . 

w  =  ^,         où         /•-  =  2 (^'w  -  ^'if^ 

i  =  1 

satisfait  à  l'équation 

i  -  1 

Sans  entrer  dans  plus  de  détail,  remarquons  seulement  qu'il  y  a  une 
différence  essentielle  entre  le  cas  où  p  est  un  nombre  impair  et  celui 
où  p  est  un  nombre  pair. 

Dans  le  premier  cas,  on  peut  poser 


^^o  =  /-=(;:^. +1), 


^.  =  '"(^  +  '  ). 


'^x  =  /-^'(^. +M. 


et  l'on  voit  aisément  que  ces  expressions  remplissent  respectivement 
les  équations 

d//o  =  (),         A=^w,  — o.  A^'Wo  — o,  ...,  A^^'//x=o, 


SUR    CERTAINES    ÉQUATIONS    AUX     DIFFÉRENCES    l'ARTIELLES.  ]lD 

de  sorte  que 

ou  encore  plus  généralement 

où  %_,  et  /?„_,  sont  deux  fonctions  entières  de  de<>ré  (//  —  i  ).  rej)n'- 
sente  une  solution  de  réquation 

\"(f  =  .). 

Avec  ces  fonctions  W),  on  peut  former  des  potentiels  des  difTérenls 
ordres,  et  il  est  évident  que  chaque  potentiel  est  composé  de  deux 
parties,  dont  l'une  a  l'exposant  de  ?'  impair  et  l'autre  pair. 

Mais  si  p  est  un  nombre  pair,  soitp  =  11,  il  n  est  pas  possible  d"ay<.ii 
des  puissances  impaires  de  r,  parce  qu'elles  se  réduiraient  successive- 
ment à  /•,  -,  -^ T^'  ^'  •••'  dont  aucune  ne  satisfait  à  léqna- 

tion  \u  =  o.  Or  on  reconnaît  facilement  que  les  fondions 


0  f.ZT-i 


1 


»,    ='-=0^-M 


satisfont  respectivemenl  aux  équations 

A,,„^o.  A^./.  =  o,  A^/.  =  o A^W^,  =  o. 

Mais  si  nous  cherchons  maintenant  une  fonction  analoiru.'  //>.  ^alisfi.l- 

.  '  r  •      „t:^n  \'  -'  //  —  n  où  /  ^  7  —  ■'.  //  f(tit/  iiih-odmii'  la  four- 
saut  a  1  équation  ^      uy  —  o  ou  a  ^  ->         •     ,/ 
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/fo//  l()ii--Kn  effet,  on  vérifiera  sans  difficulté  que  les  fonrtions 


w^_;  =  loo-^  +  / 


2ff-2 


//_       =  /•-      loC h  7-'-- 


*^  r 


remplissent  respectivement  les  équations 

A^w^  ,  =  o,       A'^^'«^=o,       A^--M^^,  =  o,        ...,       A''-^^'//^^),=  o. 

L'équation 

A"z^  =  o. 

où  nous  supposons  p  =  27  et  /i  ^  t  —  i ,  soit  /<  =  a-  —  i  -t-  v,  sera  donc 
remplie  par  la  somme 

Il  =  I/o  -+-  if^  +.'..+  (/^_.,  -f-  //^_,  +  Wç4-. . .+  //„_, 

(|ui  contient  v  =  /^  H-  i  —  a  =  /^  —  —^—^  expressions  logarithniicpies. 
l'AÎdeinment  on  a  aussi  cette  solution  plus  g-énérale 

où  .^'' et //  sont  deux  fonctions  entières  dont  les  degrés  son!  indi(pi(''s 
[)ar  les  indices.  Pour  p  =  >.  ou  cr  =  i,  tout  est  d'accord  avec  le  n^  *2.  Il 
est  clair  que  les  potentiels  d'ordre  supérieur  qu'on  [)eut  former  avec 
ces  fonctions  u-^  offrent  de  grandes  analogies  avec  ceux  que  nous  avons 
considérés  au  n°  5. 
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7.    Dans  le  n"  6,  nous  avons  trouvé  que  l'équation 

(,)  A"w  =  o 

a  l'intégrale 

(2)  ii  =  i;„^Ar-)-^  -:hJ''>-A>'-), 


ou 


(3)  'i  =  -;:^.gn-..-Ar')-^^o<^jJ^n-<:{r'), 

suivanl  «lu.'p  est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair;  on  Noil  de 
plus  (pie  cette  intégrale  contient  in  constaiitos  arbitraires. 

Or,  il  i)ent  être  démontré  que  ces  expressi(ms  (2)  et  (3)  s.ml  l.'s 
fonctions  les  plus  générales  der  qui  satisfont  à  Téqnation  (  i).  (.'est  ce 
que  nous  voulons  faire  voir  dans  ce  numéro. 

En  effet,  si  nous  supposons  que  11  n'est  fonction  .pi.'  dr  /  .  1  -Mpialioi. 

se  transformera  aisément  dans  une  .Mp.allon  différentielle  linéaire  et 
bomogène 

^'"        s-i  du  _ 

(4)  dT^^-y-d^-''- 

V:u  réitérant  l'opération  A,  on  obtient  A^//  =  o  ou 

De  même  on  verra  que  TéqualioM  ^u  =  o  se  trans^,rm..ra  dans 
d^u      ,p-.  d-^u       ^{2^2l^ip-^)'L!! 

(0 - o(p-3Kpjz1}  ^Ji  _  3  Ki^^)^_-^)ltz::2l  Ç^ 

(p-^iiPjulKpjzA)  ^  =  o. 

53 
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En    continuant    de    cette    manière  on    reconnaîtra  que   l'équation 

A"w  =  G  se  transforme  dans  une  équation  différentielle  linéaire  de  la 

forme 

d-"  Il         -Xi  d-^-^u         -A,2  d'-^'-u  -'^-2«-i  du  _ 

dJ^  ^  T  dr"'-'    ~^  7^  dr'"-'    +  •  •  •   +  -y:7;73-,    jj:  —  o, 

où  les  i  sont  des  constantes  qui  ne  dépendent  que  de  p,  et  que  cette 
équation  a  l'intégrale  générale  de  la  forme  (2)  ou  (3),  suivant  que  p 
est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair. 

Il  y  a  encore  une  autre  démonstration  de  ce  même  fait,  laquelle  mon 
ami,  M.  P.  Gûnther,  m'a  communiquée  et  que  je  reproduis  ici. 

On  voit  aisément  que  Féquation  (4)  peut  être  écrite  de  cette  ma- 
nière : 

de  sorte  que  l'équation  réitérée  devient 

»  „  ,       r      d         .       ,       d  ,       r.      d         r       i       d  .       r      d         r       .       d 

dr  dr  dr  dr  dr  dr  ' 

OÙ  Ton  a  employé  n  fois  Topération 

dr  dr 


Or,  si  Ton  a  généralement  l'équation 


dt  dt  dl.         dt  dt 

elle  prendra  la  forme 

r/^"'+'    ^     l      dt'"    "*"'■•"'"    tin    dt    —  ^^ 

connue  on  rcconnaîl  de  ce  fai!  (pic  ses  intégrales  liiK'airemenl  indépen- 
dantes 
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n'ont  que  les  deux  points  singuliers  /  =  oct/  =  ocet  qu'elles  n"v  de- 
viennent pas  indéterminées,  parce  qu'elles  sont  des  expressions  du  ca- 
ractère ?  (' )  appartenant,  poui-  /  =  o.  respectivement  aux  exposants 

Ces  exposants  sont  les  racines  de  réquation  déterminante  (d'après 
M.  Fuchs) 

P(P  -  i)  •••(/?  -  m)  -+-  -X.pîp  -  i) ...(/)-/;?  -h  i)  +  ...  -f-  -l.,„/^  =  «) 

et  ils  peuvent  servir  à  trouver  les  expressions  des  constantes  -X,  à  l'aide 
de  leurs  valeurs  (5). 

En  appliquant  à  l'équation  Y  u  =  o  ces  remarques  tirées  d'un  Mé- 
moire de  M.  P.  Giinther  :  LeOer^  die  Beslimniun^  dcr  Fundamon- 
lalgleichungen  in  dcr  Théorie  der  linearen  Differentialgleichun- 
gen,  qui  sera  publié  prochainement,  on  a 

m      =  2  //  —  I . 
,  Pic     ='in  —  -ii.  (z=  j,  2,  ....//- ij, 

i  /?2;-.=  in  —  z  -  -Il  (/  =  o,  I,  ...,//  -  I), 

P2a       --^  o. 

Si  p  est  un  nombre  impair,  il  ne  peut  jamais  arriver  (piedeux  racines 
de  l'équation  déterminante  soient  égales  :  donc  l'équation  A"w  =  oa 
les  intégrales  linéairement  indépendantes 

u^  =  7'^a  (  a  =  1 ,  2,  . . . ,  in). 

Mais  si  z  est  un  nombre  pair,  il  vient,  en  posant  2n  =^  z  -h  i/t. 

P[=^P2n-ihi  P3=  P2n— 2/1+21  ■••■>  P2h+i^^  Piin 


(')    Voir  le  Mémoire  de  .M.  FrcHS,   Journal  fur  die  reine  and  angewandle 
Mathematik.  l.  L\\  I.  p.  i.>5. 
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ot  il  est  aisé  de  voir  quïi  n'y  a  pas  d'autres  égalités  entre  ces  racines.  De 
là  on  conclut,  d'après  les  principes  de  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles linéaires,  que  les  intégrales 

doivent  être  remplacées  parcelles-ci 

/•^'  log/-,     i-P^  log;- /•''-■''  I  logr. 

Kn  ayant  égard  aux  expressions  (G),  on  voit  aisément  (juc  linté- 
grale  générale  de  l'équation  (i)  est  de  la  forme  (2)  ou  (3)  selon  que  c 
est  un  nombre  impair  ou  un  nombre  pair,  ce  qui  démontre  que  ces 
expressions  représentent  en  effet  les  fonctions  les  plus  générales  de  f 
qui  remplissent  \" u  =  o. 

Le  cas  où  p  est  un  nombre  pair  peut  donc  être  désigné  générale- 
ment, dans  le  sens  expliqué,  comme  l<^  cas  logarithmique. 

8.   Finissons  ces  remarques  par  un  mot  sur  la  formule  de  (  ireen 

(.)         /n;AV-VAru/co=/(v^-i-^^>/,. 

où  L  et  \  désignent  deux  fonctions  des  coordonnées  d'un  espace  (^  '  )  co 
limité  par  t  et  où  //  désigne  la  normale  de  l'élément  /^/t  dirigée  vers 
rintérieur  de  7. 

Si  l'on  remplace  dans  la  formule  (i)  L  par  AU,  il  vient 

fax:  ix  _  VA»u)rfco  = /(v  '>±^  -  a.  'g) ./., 

el  si  l'on  i'emj)lace  de  même  dans  (^i)  V  par  AA  ,  on  ani'a 

(')  La  forimile  subsiste  encore  si  (u  est"  un  espace  de  p  diniensions  liniilé  par- 
un  espace  7  de  p  —  i  dimensions.  \'oir  C.  Nklmann,  Zeitschriflfiir  Mathe- 
malik  und  Physi/,,  t.  \1I  ;  1867,  el  Bei.tkami,  Meniorie  delV  \<cftdrinia  di  Bo- 
logna.  i"  série,  l.  NUI;  1868. 
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Kn  ajoutant  ces  deux  é(juatioiis,  on  ol)ti(^Mt 

^  J    ^  On  0/1/  .  '    '  O/i  On    ' 

Celle  formule  généralisée  de  (jieen  a  été  donnée  [mi-  Malhifu. 
mais  on  peut  la  généraliser  encore  davanta«fe.  I^n  <'llét,  si  l'on  n'mjilac- 
dans  (2)  V  par  A^  ,  il  vient 

f(L'y\  -l\y-\')rko 

=  /Yay  ^^  -  I ;  ^ )  ch -4-  f(y \-  ^  -  AI-  '^.) <h. 

J    \  an  an   J  ,'    ^  O/i  On   / 

et  remplaçant  dans  (2)  l    par  Al  ,  on  a 

C(AI:A=V- VA^L  )./oj 

=  /Yv'^-Ai:'^)./.^  rfAVÎ^-AM^V^^- 

J    \        on  On   J  J    ^  On  On  J 

Vaï  ajoutant  ces  deux  dernières  équations,  on  ohlicnl 

f(Uy\  -\y[    )(ko-v-  /"(Al   A-V  -  A\  A^l    )./c.j 

.'    \         On  On     ' 

^  1    \  On  On    I  .  '  On  On  I 

Or  ri'wpiation  {  1  )  nous  doniu'.  en    v    r'<'uipla»;anl    I     et    \     pai-  Al 
et  AV. 

f(ArAn-AVAM:)./co^/(AV'^-Al  -l^)./.: 
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la  soustraction  de  cette  équation  de  la  précédente  donnera  donc 

^     ^       1  J  \         an  an    J  J    \  an  an    ) 


J    \  an  an J 

Kn  continuant  de  cette  manière,  on  arrive  à  démontrer  cette  for- 
mule 

l  ),  =  0 

OÙ 

A«U  =  U. 

L'équation  (G)  représente  la  ^généralisation  du  théorème  de  Green 
(pour/?/  =  i).  Elle  joue  dans  l'étude  des  potentiels  d'ordre  supérieur 
un  rôle  analogue  à  celui  de  l'équation  (i)  dans  la  théorie  du  potentiel 
ordinaire  ou  à  celui  de  l'équation  (2)  dans  la  théorie  du  deuxième  po- 
tentiel. Nous  n'entrons  pas  ici  dans  la  recherche  de  ces  applications  de 
l'équation  (G). 

Les  conditions  de  continuité  qu'il  faut  imposer  aux  fonctions  U  et  V 
et  aux  dérivées  de  ces  fonctions  sont  aisées  à  reconnaître,  c'est  pour- 
quoi nous  ne  les  avons  pas  énoncées  explicitement. 
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A  23 


Sitr  une   classe   de   coiirhes  planes 
et  sur   une   surface   remarqua  hic   du   (juatriewe   ordre; 

Par  m     Georges  HOIBEKT 


J  .  Léqualion  duiic  quartique,  ou  courbe  du  quatrième  ordre,  rap- 
portée au  triangle  xyz  formé  par  trois  de  ses  tangentes  doubles,  dont 
les  six  points  de  contact  ne  sont  pas  sur  une  conique,  est  de  la  forme 

(i)      irx'  +  q^y-  H-  r-z^  -  '^pqO'  "  '■P'''-''  "  '-^'^'-^  =  ^"y'- 

p,  q,  /■,  t  désignant  des  fonctions  linéaires  de  x, /,  ;. 

La  classe  remarquable  de  quartiques,  dont  nous  allons  faire  con- 
naître de  nombreuses  propriétés,  est  celle  que  représente  Téqualion 
générale  précédente,  en  supposant  que;;,  ry,  /•  soient  les  dérivées  par- 
tielles, par  rapport  à  x,  7,  r,  d\ine  même  fonction  /(x,  y,  z)  cbi 

second  ordre. 

Avant  d\iborder  cette  étude,  nous  rappellerons  quelques  proposi- 
tions générales  relatives  aux  quartiques. 

2.  On  sait  qu'une  quartique  sans  point  tlouble  admet  soixanle-lrois 
svstc'ines  de  coniques  inscrites,  c'est-à-dire  de  coniques  quadruple- 
ment  tangentes;  Téquation  générale  des  coniques  d'un  système  de- 
pendant  d'un  paramètre  qui  y  ligure  au  second  ordre,  ces  coniques 
font  partie  d'un  réseau  ponctuel.  Il  .mi  résulte  que  les  six  cordes  coin- 
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mîmes  à  deux  d'entre  elles  toucheiiL  une  courbe  de  troisième  classe,  la 
cayleyenne  du  réseau,  et  que  les  trois  sommets  de  cliacun  des  trois 
couples  de  ces  cordes  sont  sur  la  jacobienne  du  réseau,  courbe  du 
troisième  ordre. 

En  particulier,  les  six  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  quatre 
[)oints  de  contact  d'une  des  coniques  avec  la  quartique  touchent  la 
cayleyenne,  et  les  trois  sommets  des  trois  couples  formés  par  ces 
droites  sont  sur  la  jacobienne. 

On  sait  aussi  que  les  huit  points' de  contact  de  deux  coniques  du 
même  système  sont  sur  une  conique. 

Chacun  des  soixante-trois  systèmes  de  coniques  inscrites  comprend 
SIX  couples  de  droites,  qui  sont  des  bitangentes  de  la  quartique;  il  est 
clair,  d'ailleurs,  que  le  système  est  déterminé  quand  on  se  donne  un 
de  ces  couples  de  bi tangentes. 

Deux  systèmes  de  coniques  inscrites  ont  en  commun  quatre  ou  six 
bitangentes  :  dans  le  premier  cas,  les  huit  points  de  contact  des  quatre 
bitangentes  communes  sont  sur  une  conique.  Dans  le  second,  les  six 
lnlangentes  de  chacun  des  deux  systèmes,  non  communes  à  l'autre, 
a|)partiennent  à  un  troisième  système.  L'ensemble  des  bitangentes 
appartenant  à  ces  trois  systèmes  se  compose  donc  seulement  de  dix- 
huit  droites;  on  peut  les  répartir  en  six  triangles  et  faire  correspondre^ 
•Milre  eux  les  sommets  et  les  côtés  de  ces  triangles,  de  telle  sorte  que 
les  douze  côtés  issus  de  six  sommets  homologues  appartiennent  à  un 
même  système. 

I>a  ligure  formée  par  les  six  triangles  et  les  deux  points  de  contact 
de  ciiacun  de  leurs  côtés  avec  la  quartique  jouit  de  propriétés  géomé- 
triques nombreuses.  Désignons  les  sommets  d'un  triangle  par  les 
lettres  a,,  h^,  c,,  les  lettres  a  s'appliquant  à  six  sommets  liomologues, 
et  de  môme  les  lettres  h  et  c.  Considérons  trois  (juelconques  des 
triangles;  supprimons  dans  Tun  le  côté  opposé  au  sommet  a,  dans  le 
deuxième,  le  côté  opposé  au  sommet  h,  dans  le  troisième,  le  côté  op- 
|)os(''  au  sommet  c;  convenons  de  dire  que,  dans  la  figure  qui  subsiste, 
et  (pii  se  compose  de  trois  angles,  un  côté  ahoulit  au  sommet  de 
I  angles  au(|uel  il  appartient,  el  qu'il  esl  issu  du  sommet  situé  à  son 
autre  extrémité. 

Les  douze  points  de  contact  avec  la  quartique  des  six  côtés  consi- 
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dérés  sont  sur  une  cubique;  deux  côtés  aboutissant  à  un  sommet  a 
(ou  Z',  ou  c)  et  un  cote  issu  d'un  sommet  a  (ou  A,  ou  c)  ont  leurs  si\ 
points  de  contact  sur  une  conique;  deux  côtés  issus  d'un  sommets, 
deux  côtés  issus  dun  sommet  Z/,  deux  côtés  issus  d'un  sommet  c  for- 
ment trois  couples,  dont  les  sommets  sont  en  ligne  droite  ('). 


3.   Cela  posé,  revenons  à  l'équation  (i),  et  supposons  que  Ion  ait 
On  peut  écrire 


ùf  df  df 


'  '  do:-       ^    dxdv        ""  ôx  ôz 


et  de  même  pour  q  et  /•. 
L'équation  (i)  s'écrit  alors 

En  développant,  on  voit  que  les  termes  qui  contiennent,  au  premier 
membre,  le  cube  dune  des  variables  disparaissent;  il  ne  subsiste  que 
des  termes  en  j;%  v%  ^%  x'^y' •,  y'^' -,  X'^'-,  et  des  termes  en  xyz  que 
Ion  peut  faire  passer  au  second  membre. 

Effectuant  les  calculs,  il  reste 


(^).^'(g)'-/'(^)'-'(^)'— vS(0 


=  li.xyz. 


u^  étant  linéaire  en  x,  y,  r, 
Posons 


a/£-^  =  v   y\/U=^-    n/0=^' 


C)  Ces  propositions  sont  démontrées  dans  le  Traité  dca  courbes  planes,  de 
Salmon,  ou  se  déduisent  aisément  des  résultats  établis  dans  ce  Traité  (trad. 
O.  Chemin,  pages  Saoet  suivantes).  Cf.  aussi^SxEiNER,  Journal  de  C'relle.  t.  M. 
p.  265. 

Journ.  de  Math.  ('»'  série),  tome  VL  —  Fasc.  IV,  1S90.  ^4 
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il  vient 

(3)  X*  +  Y^  +  Z'  -  2X=^ Y=^-  2X^Z^  -  2 Y^Z^  =  4wXYZ. 

Telle  est  la  forme  canonique  à  laquelle  on  peut  ramener  l'équation 
des  quartiques  dont  nous  nous  occupons;  il  ne  subsiste,  dans  w,  que 
trois  paramètres  arbitraires,  et  l'on  voit  que  l'équation  générale  de  ces 
courbes  dépend  de  onze  paramètres,  quand  le  triangle  de  référence 
est  quelconque. 

4.  Remarque.  —  Nous  avons  supposé  implicitement  que  y^?  -7^5 
-rr^  ne  sont  pas  nuls.  Si  Ton  avait,  par  exemple, 

l'équation  (2)  deviendrait,  en  y  introduisant  Y  et  Z  comme  plus  haut, 

(4)  Y^  -\-Z'-  2Y-Z^  =  4wXYZ, 

et  la  courbe    aurait  un  point  double,  Y  =  o,  Z  =  o,    cas  que  nous 
excluons  ici. 

5.  L'équation  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(5)  (Xh-Yh-Z)(X  +  Y— Z)(X-Y  +  Z)(X-Y-Z)=4«XYZ. 

C.ette  forme  met  en  évidence  une  propriété  importante  des  trois 
tangentes  doubles  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o:  c'est  que  les  six  points  de 
contact  avec  la  quartique  de  ces  trois  droites  sont  répartis  trois  à  trois 
sur  les  quatre  droites  X-i-Y-f-Z  =  o,  Xh-Y  —  Z  =  o,  X  —  Yh-Z=io, 
X  —  Y  —  Z  =  o,  ou  encore  que  les  trois  bitang entes  sont  les  diago- 
nales d'un  quadrilatère  complet  dont  les  six  sommets  sont  leurs 
points  de  contact  avec  la  quartique. 

Ainsij  dans  la  figure  ci-dessous,  AB,  CD,  EF  sont  les  trois  bitan- 
gentes  et  les  points  A,  B,  G,  D,  li,  V  sont  leurs  points  de  contact. 

Inversement,  si  les  trois  bitangentes  x-,  y,  :;  jouissent  de  cette 
propriété,  l'équation  (3)  de  la  quartique  se  met  sous  la  forme  (  i  ),  où  />, 


SUR  UNE  CLASSE  DE  QUARTIQUES  PLANES.  4^7 

q,  r  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  :  on  vérifie  sans 
difficulté  qu'on  peut  le  faire  d'une  infinité  de  manières. 


6.  Nous  savons,  en  nous  reportant  aux  généralités  rappelées  plus 
haut,  que  les  trois  bitangentes  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o,  associées  deux 
à  deux,  déterminent  trois  systèmes  de  coniques  inscrites,  et  que  Ten- 
semble  des  bitangentes  appartenant  à  ces  trois  systèmes  se  compose 
de  dix-huit  droites,  réparties  en  six  triangles  homologues,  dont  1<^ 
triangle  XYZ  est  Tun.  Il  est  extrêmement  curieux  de  voir  que  la  pro- 
priété précédente  du  triangle  XYZ  appartient  également  à  chacun 
des  cinq  autres  triangles. 

Considérons,  en  effet,  le  système  déterminé  par  les  bi tangentes  AB 
et  CD  :  la  cayleyenne  de  ce  système,  d'après  ce  qui  a  été  rappelé, 
touche  les  droites  AB,  CD,  et  les  droites  obtenues  en  joignant  deux  à 
deux  leurs  points  de  contact  avec  la  quartique,  c'est-à-dire  les  droites 
AC,  BD,  BC,  DA.  De  môme,  la  cayleyenne  du  système  déterminé 
parles bitangentesAB,  EF  touche  ces  deux  droites,  et  les  droites  AC, 
BD,  BC,  DA.  Ces  deux  cayleyennes  ont  donc  déjà  cinq  tangentes 
communes,  AB,  AC,  BD,  BC,'^DA.  Si  nous  considérons  maintenant, 
dans  chacun  des  cinq  autres  triangles,  le  côté  qui  est  commun  aux 
deux  systèmes  définis  par  AB,  CD  et  AB,  EF,  nous  avons  cinq  nou- 
velles droites,  tangentes  à  chacune  des  deux  cayleyennes,  et  qui  sont 
évidemment  distinctes  des  premières  tangentes  communes.  Les  deux 
cayleyennes,  étant  de  troisième  classe,  ne  peuvent  avoir  dix  tangentes 
communes  sans  coïncider;  de  même  la  cayleyenne  du  système  défini 
par  CD,  EF  coïncide  avec  les  deux  premières,  et  par  suite  les  trois 
systèmes  de  coniques  inscrites,  définis  par  les  côtés  du  triangle 
XYZ,  associés  deux  à  deux,  ont  une  seule  et  même  cayleyenne. 

Cela  posé,  soit  un  second  triangle,  analogue  à  XYZ,  dont  nous 
désignerons  les  côtés  par  AB',  CD',  E'F;  les  points  de  contact  avec 
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la  quartique  étant  A',  B';  C,  D';  E',  F':   il  s'agit  de  montrer  qu'il  jouit 
de  la  même  propriété  que  le  triangle  XYZ. 

Or,  les  droites  A'B',  A'D',  A'E',  A'C,  A' F'  sont  tangentes  à  la 
cayleyenne  commune  aux  trois  systèmes  ;  comme  cette  courbe  est  de 
troisième  classe,'  il  faut  qu'elles  se  réduisent  à  trois  au  plus,  et  Ton  en 
conclut  que  les  points  A',  C,  F'  et  A',  D',  E'  sont  en  ligne  droite.  En 
poursuivant  le  raisonnement  pour  les  tangentes  issues  des  points  B', 
C',  . . .,  F',  on  voit  que  les  trois  tangentes  doivent  être  nécessairement 
les  diagonales  d'un  quadrilatère  con>plet  dont  les  sommets  sont  leurs 
|)oints  de  contact. 

7.   Le  calcul  vérifie  et  complète  ces  résultats. 

En  premier  lieu,  si  Ton  écrit  Féquation  de  la  quartique  sous  la  forme 

(5)  X'  H-  Y'  4-  Z'  -  oX^  Y=  ^  oX^Z^  -  2 Y^Z^^  =  4;/XYZ, 

on  peut  mettre  les  équations  des  trois  systèmes  de  coniques  inscrites 
définis  par  les  couples  de  bitangentes  YZ,  ZX,  XY  sous  la  forme 

(6)  a^^ YZ  4-  2a(Y-^  +  Z^  -  X^)+  4 YZ  +  4z^X  =  o, 

(7)  ?^ZX  +  2fl(Z=^  +  X^  -  Y2)+  4ZX  +  4«Y  =.  o, 

(8)  Y^'XY4-2^(X='-i-Y^-Z^)-}-4XY+  Î^/Z  =0, 

a,  |3,  Y  étant  des  paramètres  variables.  L'enveloppe  des  coniques  (6), 
par  exemple,  est  bien  la  courbe  (5),  comme  on  le  voit  aisément,  et 
Tune  de  ces  coniques  est  bien  le  couple  YZ. 

La  cayleyenne  du  système  (G)  est  évidemment  celle  du  réseau 

X,  YZ  ^  \.,{X-'  -\-7J-  \:')  +  \,u\  ^  o, 

A, ,  A., 7.3  étantdesparamètrcs  variables;  l'équation  de  cette  cayleyenne, 
calculée  d'après  les  fornuilos  générales  connues,  est,  en  coordonnées 
tangentielles  ('), 


C)  Cf.  Salmon,  Sections  conù/ues.  L'éqiialioii  d'une  droite  est  supposée  de  la 
forme  ?X  +  r,Y4-ÇZ  =  o. 
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«t  la  symétrie  montre  qiron  obtient  la  nirnie  rqualion  pom  les  s\s- 
tèmes  (7)  <^t  (8). 

8,    En  second  lieu,  je  dis  qu'on  peut  mettre  ré(|uation  (  5  j  sous  la 
forme 

(9)  X^o^  +  Y'^'^  +  Z-o^-  2XYo,9;  -  '2\Zo\,o',  -  -1  ^  /9v?z  =^'' 

o  étant  une  fonction  du  second  ordre  en  X,  Y,  Z.  C'rsl  la  iiiéuic  luiinr 
(jue  (1),  mais  il  n'y  a  pas  de  second  meml)re. 
Soit,  en  effet, 

,   cpx  =      X  -h  V  \  H-  aZ, 

(10)  .  )  9;  =z  V  X  +    Y  +  A  z, 

(  9^=3  uiX  4-  A  Y  +    z. 

L'équation  (9)  développée  peut  s'écrire,  en  remarquant  (jne  les  ternie'^ 
qui  contiennent  le  cube  d'une  des  variables  disparaisseni, 

I  X  -f-Y*+Z^-2X-Y--2X^Z--2Y^Z^ 

^^^^       [       ^  4XYZ[(av  -h>-)X  +(vA  -+-  a.) Y  +(Aa  +  v)Z|. 

Cette  équation  sera  identique  à  l'équation  (  ))  si  Ton  a 

"1=P  +  A, 
u\.=  vA  H-  a, 
u'_  —  Au.  H-  V. 

On  vérifie  sans  difficulté  que  ces  trois  relatious  donneni  pour  >..  a. 
V  cinq  systèmes  de  valeurs  non  infinies;  il  y  a  doue  eiufi  fouclious  z. 
répondant  à  la  question. 

Soit  9  l'une  d'elles;  l'équation  (9)  montre  (pic  les  droites  9^  —  o. 
9'^.=  o,  9z  =  o  sont  des  bitanjj^entes  de  la  ([uarlicpie;  si  nous  pn-iioiis 
ces  droites  pour  côtés  du  triangle  de  réfé?vnc<>,  \,  Y,Z,.  T/'cpialioii  (9^ 
pourra  évidemment  s'écrire 
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'.];  étant  une  fonction  du  second  ordre,  car  X,  Y,  Z  sont  aussi,  d'après 
(lo),  les  dérivées  par  rapport  à  Oy,  ^'y,  ç'j,  d'une  même  fonction  de  ces 
trois  quantités. 

En  développant  cette  équation,  on  voit  disparaître  les  termes  qui 
contiennent  le  cube  dime  des  variables,  et  l'on  met  le  résultat  sous  la 
forme 

à:x;  +  ^;y;  +  v;z; 

-  2A,tx,X;Y;-  2X,v,X;Z;— 2a,v,  Y^Z;  =  4  vX,  Y,Z,; 

ce  qui  montre  bien  que  le  triangle  X,  Y,  Z,  jouit  de  la  même  propriété 
que  le  triangle  XYZ. 

De  plus,  on  voit  que  deux  quelconques  des  six  triangles  sont  po- 
laires réciproques  l'un  de  Vautre  par  rapport  à  une  conique,  car 
XYZ  étant  l'un  d'eux,  un  des  autres  a  pour  côtés  les  droites  ©x  =  o, 
?'y=  O7  ?'z  =  o- 

9.  Propriétés  d'un  des  triangles.  —  D'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut,  les  trois  côtés  d'un  des  triangles  et  les  quatre  côtés  du  quadrila- 
tère complet  correspondant  touchent  la  cayleyenne  commune  des  trois 
systèmes  de  coniques  inscrites,  définis  par  les  côtés  du  triangle,  pris 
deux  à  deux.  Cette  cayleyenne  étant  une  courbe  de  troisième  classe, 
on  peut  associer  à  chacune  de  ses  tangentes  un  argument  elliptique, 
de  telle  sorte  que  les  arguments  de  trois  tangentes  issues  d'un  point 
aient  une  somme  nulle  à  des  périodes  près,  et  réciproquement. 

Cela  posé,  soient  a,  [3,  y  les  arguments  des  trois  côtés  AB,  CD,  EF 
d'un  triangle;  «,  A,  c,  d  ceux  des  quatre  côtés  AC,  AD,  BC,  BD  du 
quadrilatère. 

On  a,  en  écrivant  que  les  arguments  des  tangentes  issues  des  points 
A,  B,  C,  D,  F,  E  ont  une  somme  nulle, 

a -h  <7  H- ^Eso,  a-l-c+</r^o, 

y  4-  a  -h  c?=E  o,  Y  -h  /;  -h  c  — 3  o. 

Les  seconds  membres  ne  sont  nuls  qu'à  des  multiples  près  des  périodes 
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o),,  (^}.J.  On  tire  de  là 

la^ib^ic^id         (mod  0),,  Wj), 
et,  par  suite,  on  peut  écrire,  0  désignant  un  nouvel  argument, 

a  =  —  0,         b  =  —  H  -] — -,        c  =  —  Oh — -,        f/  =  —  Oh — ; 

2  2  2 

d'où 

a  ==  2O  H -i 

2 

P  =  20-f-^, 
~  2 

Y  =  2  0  +  - — — ■  • 

*  2 

Il  en  résulte  immédiatement  que  les  quatre  tangentes  d'arguments 
a,  6,  c,  d  ont  leurs  quatre  points  de  contact  avec  la  cayleyenne  sur 
une  même  tangente  à  cette  courbe,  qui  correspond  à  Targument  2O; 
les  tangentes  d'arguments  a,  fl,  y  et  la  tangente  d'argument  2O  ont  de 
même  leurs  quatre  points  de  contact  sur  une  même  tangente,  d'argu- 
ment —  40. 

La  figure  formée  par  le  quadrilatère  complet  et  ses  diagonales  est 
déterminée  dès  qu'on  se  donne  la  tangente  d'argument  26.  que  nous 
appellerons  droite  associée  au  triangle  ou  au  quadrilatère  :  en  effet, 
cette  droite,  en  dehors  de  son  point  de  contact,  coupe  la  cayleyenne 
(qui  est  d'ordre  six  )  en  quatre  points,  et  les  quatre  côtés  du  quadrila- 
tère sont  les  tangentes  menées  à  la  courbe  en  ces  points. 

En  transformant  la  figure  par  polaires  réciproques,  on  a,  au  lieu  de 
la  caylevenne  une  courbe  du  troisième  ordre  ;  à  la  droite  associée  cor- 
respond un  point  de  la  courbe,  aux  quatre  côtés  du  quadrilatère  les 
quatre  points  de  contact  dos  tangentes  issues  de  ce  point,  et  aux  trois 
côtés  du  triangle  les  sommets  des  trois  couples  de  droites  qui  passent 
par  ces  quatre  points. 

On  voit  également  que  doux  côtés  du  quadrilatère  forment  un 
couple  steinérien  de  tangentes  à  la  cayleyenne;  les  deux  autres  côtés 
forment  un  couple  steinérien  de  même  espèce. 
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De  mùmc,  deux  côtés  du  triang-le,  et  le  troisième  côté  combiué  à  la 
droite  associée,  forment  deux  couples  steinériens  de  même  espèce. 

La  droite  associée  à  un  quadrilatère  a,  par  rapport  à  la  quar tique 
elle-même,  une  signification  intéressante. 

La  quartiquc  étant,  en  effet, 

X^_i_Y'  +  Z-2Xn'^-  2X=Z2-2Y^Z^--4^^XYZ, 

nous  savons  qu'en  posant 

w:=AX  +  IJY  +  GZ, 
la  cayleyennc  dont  il  s'agit  a  pour  équation  tangentielle 

F(ç,  -/i,  l)  =  ^l(Ç'  -  rr)+  B-r<(^--  ro-^-  Cu(rr-  ^^)  =  o. 

Le  point  où  une  droite  ^X  -\-  yjY  -h  (Z  =  o,  dont  les  coefficients 
vérifient  cette  équation,  touche  la  cayleyenne,  est  défini  par  les  rela- 
tions 

X  _  Y^  _  Z, 

S'il  s'agit  d'un  des  côtés  du  quadrilatère,  X  ±  Y  ±  Z  =  o,  on  aura, 
en  taisant  ç-  =  •/]-  =  Ç-*, 

X  Y  Z 


et  l'on  voit  que  les  coordonnées  X,  Y,  Z  de  chacun,  des  quatre  points 
de  contact  des  quatre  côtés  vérifient  la  relation 

AX4-BY  +  CZ  =  o. 

l'^n  d'autres  termes,  la  droite  w  =  o  passe  par  les  quatre  points  de 
contact  de  ces  côtes;  c'est  donc  la  droite  associée  au  quadrilatère. 
Ainsi  : 

La  dioite  associée  à  un  quadrilatère  est  celle  qui  joint  les  quatre 
points,  distincts  des  six  sommets  de  ce  quadrilatère,  oit  les  quatre 
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côtés  coupent  de  nouveau  la  quartique.  C'est  en  ces  points  que  les 
quatre  côfés  touchent  respectivement  la  cayleyenne. 

10.  Propriétés  de  deux  triangles.  —  Deux  trianj^^les  étanl  [)f>- 
laires  réciproques  Tun  de  l'autre  par  rapport  à  une  conique,  les  trois 
droites  qui  joignent  les  sommets  homologues  se  coupent  en  un  même 
point,  et  les  trois  points  d'intersection  des  trois  couples  de  côtés  liomo- 
logues  sont  en  ligne  droite. 

Ce  dernier  résultat  peut  se  démontrer  et  se  compléter  à  l'aide  de  la 
considération  des  arguments  elliptiques. 

En  effet,  les  arguments  qui  correspondent  au\  côtés  de  chacun  des 

triandes  étant  2  0-^ !-,  2O  -t-  — >  2O  -^ -;  et  20,^  -,  2O,  —  —, 

2O,  H î -"    les   couples    de   droites  2O  h — —>    2O,  -i '  ;    2O  -h  —  ' 

2  222 

2O,  -T '-;  2'J  H ■ '-■,  2'J,  -h   ~^^ — :?  se  coupent  respectivement  sur 

la  tangente  d'argument  —  2(0  -h  0,),  sur  laquelle  se  coupent  aussi  !••> 
deux  droites  d'arguments  2O  et  2O,,  associées  aux  deux  triangles. 

Deux  côtés  du  premier  triangle  et  les  côtés  homologues  du  second 
forment  deux  couples  steinéricns  de  même  espèce;  par  suite,  les  droites 
qui  joignent  en  croix  les  quatre  points  d'intersection  des  deux  couples 
touchent  la  cayleyenne;  la  proposition  subsiste  si  l'on  remplace  deux 
côtés  homologues  par  les  droites  associées  correspondantes. 

Si  Ion  coml)ine  d'une  autre  manière  les  côtés  des  deux  triangles, 

en  considérant    par  exemple    les   deux   couples   2O  h '?    20,  —  -^^ 

Ql   2O  —  — 5    2O.-1-— )    ou   voit    «luils    se    coupent    sur   la    tanu<'nl<' 
22  "^ 

_  2(  0  H-  0,  j-r  ""''~  '^"S  sur  laquelle  se  coupent  aussi  les  couples  2O. 

2(1  _i_  '^^~  ^'^-  et  2O  -f-  ^'  '  ^S  2O.  En  d'autres  termes,  les  seize  points 
22 

d'intersection  des  trois  côtés   et   de  la   droite   associée   du    premier 

trianiile,  avec  les  trois  côtés  et  la  droite  associée  du  second,  sont  situés 

quatre  à  quatre  sur  quatre  nouvelles  droites;  ces  droites  touchent  la 

cayleyenne,  et,  leurs  arguments  étant  de  la  forme  0',  0'—  --^,  0  -;-  —, 

Journ.  de  Mat/i.  (  ','  série).  U-mc  V[.  —   Fasc.  tV,  1890.  ^^ 
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Oh — — -^  leurs  quatre  points  de  contact  sont  sur  une  nouvelle^  tan- 
gente de  la  courbe. 

On  a  une  proposition  analogue  pour  les  seize  points  communs  aux 
côtés  de  deux  quadrilatères. 

Deux  cotés  du  premier   quadrilatère,    tels  que   ceux   d'arguments 

—  0,  et  —  0,  ^  —  ;  concourant  sur  le  côté  2 0  H-  —  du  premier  triangle, 
et    deux    côtés   du    second    C[uadrilatère    tels   cpie  —  0   et    —  0,  -i-  — 

,H ^  et  —  y,  H 'i   concourant  sur  le    cote  homologue, 

2O,  H -,   du  second  triangle,  forment  deux    couples  steinériens  de 

même  espèce  :  les  deux  droites  qui  joignent  en  croix  les  quatre  points 
dïntersection  de  ces  deux  couples  touchent  donc  la  cayleyenne. 

Six  tangentes  de  la  cayleyenne  touchent  une  conique  quand  leurs 
arguments  ont  une  somme  nulle  à  des  multiples  près  des  périodes;  il 
en  résulte  que  toute  conic|ue  touchant  deux  côtés  du  premier  quadri- 
latère et  un  des  côtés  du  premier  triangle,  ainsi  cjue  deux  côtés  du  se- 
cond quadrilatère,  touchera  nécessairement  un  des  côtés  du  second 
triangle,   ou  la    droite  associée    à  ce   triangle. 

11.  P/oj)/if'lés  de  rcusemblc  des  six  triangles.  —  Si  nous  nous 
reportons  au  n"  8,  nous  voyons  que  les  cinq  côtés  homologues  du 
côté  X  =  o  du  premier  triangle  sont  donnés  par  Téqualion 

Xh-  vY  -^  uiZ  =  o, 

où  u.  et  V  sont  déterminés  par  les  équations 

(  1 3)  A  =  U.V  -h  A,  B  =  vA  H-  ui.  C  =  AUL  -h  V. 

c'est-à-dire,  eu  éliminant  A, 

B  =  IJL  -(-  V  (  A    —   av  ),  (]  r=  V  H-  U.(  A   —   ULV  )  : 


SUR  UNE  CLASSE  DE  QUARTIQUES  PLANES, 


^35 


d^où  1  on  lire 


BfA-G' 


!^' 


Celle  relalioii,  du  second  degré  en  u.  el  v,  nionlre  qne  les  cinq 
droites  considérées  louchent  la  coni(jue  dont  l'équation  tangentielle 
est 

Celle  conique  louche  aussi  la  droite  r^  =  o,  '(  ^-^  o,  c'est-à-dire  le 
côté  X  =  o  du  premier  triangle  ;  donc  six  cotés  homologues  des  six 
triangles  touchent  une  coni([ue.  On  o])lient  ainsi  trois  coniques  avant 
pour  écjualions 

S(li^-(;r,)=r'-r,', 

i:(Ar,-l!5)  =  v-$^ 

En  additionnant  membre  à  membre  ces  trois  écpiations,  on  trouve 
un  résultai  nul;  les  Irois  coniques  sont  donc  inscrites  à  un  même  qua- 
drilatère. 

Les  six  droites  associées  aux  six  triangles  touchent  aussi  une  co- 
nique; en  effet,  on  voit  aisément,  en  parlant  des  formules  du  n**  8, 
que  les  droites  associées  aux  ciu([  derniers  triangles  sont  doimées  par 
l'équation 


X\  ^  aV  4-  vZ 


—  o, 


où  A,  [J.,  V  vérilienl  les  relations  (r3).  i'>n  cherchant  à  loiiner  une 
é([uation  iiomogène  el  du  second  ordre  entre  A,  a,  v,  à  l  aide  de  ces 
relations,  on  trouve  sans  ditTicullé 


A  av  -h  A-      B  Av  -f-  u.^      C  Au.  -h  v- 


I 
A^ 


I 
B^ 


I 
C- 


La  c()ni([ue   représentée  par  celle  écjualion,   où   X.  a,  v    désigne 


ut 
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des  coordonnées  tangentielles,  touche  les  cinq  droites  associées  au.v 
cinq  derniers  triangles;  elle  touche  aussi  la  droite 

AX+BYh-CZ  =  o, 

associée  au  premier,  puisque  son  équation  est  évidemment  vérifiée 
pour  A  =  A,  ut,  ^  B,  V  1^  C  :  les  six  droites  associées  aux  six  triangles 
touchent  donc  une  conic|ue. 

Il  en  résulte  que  leurs  arguments  ont  une  somme  nulle;  on  a  donc, 
à  des  multiples  près  de  co , ,  coo  :  2  0  -f-  2  0 ,  -{-2  00+  2  O3  +  2  0 ,,  4-  263=0, 
et  par  suite  0  -h  0,  -h. .  .h-  O5  est  égal  à  zéro,  ou  à  une  des  trois  demi- 
périodes.  On  en  conclut  que  si  Ton  considère  un  côté  dans  chacun  des 
cinq  premiers  quadrilatères,  la  conique  qui  touche  ces  cinq  droites, 
touche  aussi  un  des  côtés  du  dernier  quadrilatère,  car  les  arguments 
de  ces  côtés  sont  de  la  forme  —  0,,  à  une  demi-période  près.  Il  y  a 
ainsi  4^,  c'est-à-dire  mille  vingt-quatre  coniques,  dont  chacune  touche 
un  côté  de  chaque  quadrilatère. 

Il  y  a  de  même  1024  coniques  touchant  chacune  un  côté  ou  la 
droite  associée  de  chacun  des  six  triangles;  parmi  ces  coniques,  i83 
touchent  chacune  un  côté  de  chaque  triangle.  Pour  obtenir  ces  i83  co- 
niques, on  prend  un  côté  dans  chaque  triangle,  de  manière  que,  dans 
la  combinaison,  le  nombre  des  côtés  homologues  entre  eux  soit  tou- 
jours pair. 

12.  On  peut  donner  d'autres  propositions,  sur  les  sommets  et  les 
côtés  des  six  quadrilatères;  elles  résultent  sans  difficulté  des  principes 
généraux  rappelés  au  n"  2,  et  nous  nous  bornerons  à  les  énoncer,  en 
les  réunissant  à  celles  établies  tout  à  Theure,  pour  donner  un  Tableau 
résumé  des  curieuses  propriétés  de  nos  courbes. 

Si  Irais  bitangenies  d'une  quartiquc  sont  les  diagonales  d'un 
quadrU.atèvc  complet  dont  les  six  sommets  sont  leurs  points  de  con- 
tact avec  la  quarlique,  il  existe  cinq  autres  groupes  de  trois  hi tan- 
gentes jouissant  de  la  même  propriété . 

Ces  six  triangles  se  correspondent  de  telle  sorte  que  les  six  cou- 
ples de  côtes  issus  de  six  sommets  homologues  appartiennent  à  un 
même  système  de  coniques  inscrites  à  la  quartique;  les  trois  svs- 
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lèmcs  de  coniques  ainsi  définis  ont  une  seule  et  même  cayleyenne, 
C,  qui  eéiune  courbe  de  troisième  classe  et  du  sixième  ordre. 

Les  dix-huit  côtés  des  six  triangles  et  les  vingt-quatrr  cotes  des 
six  quadrilatères  correspondants  touchent  la  courbe  C. 

Les  quatre  points  où  les  côtés  d'un  quadrilatère  towhent  (.  sont 
sur  une  droite  D,  qui  touche  rlle-même  la  courbe  C;  ces  points 
coïncident  a.ec  les  points,  distincts  des  six  sommets,  où  les  côtes  du 
quadrilatère  coupent  la  quartique.  La  droite  D  est  dite  la  droite 
associée  du  quadrilatère  ou  du  triangle  correspondant 

Les  quatre  points  où  les  côtés  et  la  droite  associée  d  un  triangle 
touchent  la  courbe  C  sont  sur  une  même  tangente  de  cette  courbe. 
Les  trois  droites  ciui  joignent  les  sommets  homologues  de  deux 
des  triangles  se  coupent  en  un  même  point. 

Les  trois  points  d'intersection  des  côtés  homologues  de  deux 
triangles  et  le  point  d'intersection  des  droites  associées  a  rrs  trian- 
tes sont  sur  une  même  tangente  de  la  courbe  (.. 
"  Les  seize  points  d'intersection  des  trois  côtés  et  d.  In  droitr  a.sso- 
ciée  d'un  triangle  avec  les  trois  côtés  et  la  dr.itr  associée  d  un 
autre  triangle  sont  situés  quatre  à  quatre  sur  quatre  nomelh^s 
droites;  ces  droites  touchent  la  courbe  C  en  quatre  points,  situes 
eux-mêmes  sur  une  tangente  à  cette  courbe. 

Les  seize  points  d'intersection  des  qiiatrr  côtés  d  un  des  quadri- 
latères avec  les  quatre  côtés  d'un  autre  qiiadrilatèrr  sont  quatre  ri 
quatre  sur  quatre  nouvelles  droites;  ces  droites  touchent  ta  courba  C 
en  quatre  points  situés  eux-mêmes  surunr  tangente  à  cette  courbe. 
Six  côtés  homolosrues  des  six  triangles  touchent  unr  mêmr  roni- 
gue-  les  trois  coniques  ainsi  définies  ont  quatrr  tangentes  rom- 


m  unes. 


//  existe  i8o  autres  coniques  dont  rharunr  tourhr  an  rotr  >tc 
chacun  des  six  triangles;  on  b's  obtient  m  prenant  un  côte  dans 
chaque  triangle,  de  manière  que,  dans  cette  combmai.son,  le  nombre 
des  côtés  homolomies  entre  eux  soit  toujours  pair. 

Les  six  droites  as.sociées  aux  six  triangles  towhent  une  même 

conique.  ^       i      i 

Il  existe  ioi\  coniques,  dont  chacune  touche  an  cote  de  chacun 

des  six  quadrilatères. 
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Les  SIX  couples  de  côtés  issus  de  six  sommets  homologues  des  six 
Ifiangles  déterminent,  sur  un  quelconque  des  six  autres  côtés,  des 
couples  de  points  en  involution;  les  points  doubles  de  Vinvolution 
sont  les  points  de   contact  du  côté  considéré  avec    la   quartique. 

Six  sommets  homologues  des  six  triangles  et  les  douze  points  de 
contact  des  six  côtés  opposés  sont  sur  une  courbe  du  troisième 
oi'dre;  cette  courbe  est  la  jacobienne  du  système  de  coniques  in- 
scrites auquel  appartiennent  les  couples  de  côtés  issus  des  six  som- 
mets considérés. 

A  chaque  système  de  six  sommets  {ou  de  six  côtés)  homologues 
correspond  ainsi  une  courbe  du  troisième  ordre;  chacune  des 
trois  courbes  définies  de  cette  manière  toucJie  en  neuf  points  la 
courbe  C. 

Les  deux  points  de  contact  a^ec  la  quartique  de  l'un  des  côtés 
d'un  triangle  forment,  sur  la  Jacobienne  correspondante,  un  couple 
steinérien  ;  par  suite  : 

Si  l'on  Joint  en  croix  les  points  de  contact  de  deux  côtés  homo- 
logues de  deux  triangles,  les  droites  de  Jonction  se  coupent  en 
deux  noui-eaux  points,  qui  sont  situés  sur  la  Jacobienne  correspon- 
dante ;  les  six  côtés  homologues  donnent  ainsi  trente  points  de  la 
Jacobienne. 

Par  chacun  des  points  de  contact  de  l'un  des  côtés  d'un  triangle 
on  peut  faire  passer  une  conique,  inscrite  à  la  quartique,  et  ayant 
deux  de  ses  quatre  contacts  confondus  en  ce  point. 

Le  remarquable  système  de  dix-huit  tangentes  doubles  que  nous 
étudions  jouit,  en  outre,  des  propriétés  générales  rappelées  au  n'' 2 
et  qui  appartiennent  à  toutes  les  quartiques;  sans  insister  davantage 
sur  CCS  propriétés,  nous  indiquerons  comment  on  peut  construire, 
indépendamment  de  toute  courbe  du  quatrième  ordre,  un  pareil 
système  de  six  triangles  et  quadrilatères. 

lo.  Soit  une  cour])e  (juelconque  de  troisième  classe  et  du  sixième 
degré  C;  prenons  une  de  ses  tangentes,  /,  ;  les  tangentes  menées  à  C 
aux  quatre  nouveaux  points  où  /,  coupe  la  courbe  formeront  les  côtés 

d  nii  (jiiadi  ilatèrc.  dont  /,  sera  la  droite  associée. 
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Mais  ce  premier  quadrilatère  ne  suffit  pas  pour  déterminer  les 
autres  :  en  effet,  les  diagonales  du  quadrilatère  étant  prises  pour 
cotés  du  triangle  de  référence,  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o,  et  ces  diago- 
nales elles-mêmes  étant  représentées  ])ar  les  équations  \  rb  Y  =h  Z  =  o, 
la  cjuartique  correspondante  sera 


X-  -+-  Y^  4-  Z'  -  jX-Y'  -  aX'Z^ 
=  j(AX-+-BY  +  CZ)XYZ. 


2Y^Z^ 


La  tangente  t,  a  pour  éc{uation  AX  -i-  BY  -h  CZ  --  o;  mais,  si  l'on 
se  donne  cette  droite.  A,  B,  Cne  sont  connus  (|u'à  un  fadeur  près,  et, 
par  suite,  il  reste  encore  un  coefficieut  arbitraire  dans  l'équation  de 
la  quartique.  On  peut  donc  choisir  arbitrairement  une  seconde  tan- 
gente, ^27  <i  ^^  courbe  C,  pour  droite  associée  du  second  quadrilatère. 

Rappelons-nous  inaiutenant  que  les  six  droites  associées  aux  six 
quadrilatères  touchent  (n"  Il  )  la  conique 


Aav-f-A-      Bav 

I  I 

A'*  iS 


C  Aa  4-  v^ 
i 


—  o, 


où  A,  a,  V  désignent  des  coordonnées  tangenticlles. 

Cette  conique  touche  les  tangentes  commuues  aux  deux  (oiiiipies 


('4) 


A"       u.-       V- 

1         I  I 

A=     B^     C^ 


et 


(i5) 


Aav      Bav     (Ta  a 

I  I  I 

A^         B^  (r 


=  o; 


Le  première  de  ces  deux  coniques  touche  les  cotés  du  quaibilatèrc 
et  la  droite  /,,  puisque  son  équation  est  vérifiée  ])our  A  ~  i,  'j.  -^  ^  i . 
V  =  ±:  I    et  X  =  A,  [Ji  =  B,  V  =  C.  Elle  est  donc  déltMininéc. 

La  seconde  couiipie  touche    les  diagonales  X  =^  o,  '^  ^  o.   Z  =  o 

du  quadrilatère,  la  droite  /,  .-l  la  droite  '^  ^  ~  -^  ^  ^  o.  Oltc  d<M-- 
nière  droite  jouit  de  la  propriété  évidente  cpie  son  point  (rinlerseclion 
avec  une   des  diagonales  du  (piadrilatère  est  coujugué  haruiouicpie. 
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par  rapport  aux  extrémités  de  cette  diagonale,  du  point  où  la  même 
diagonale  coupe  la  droite  AX  +  BY  +  CZ  =  o. 

Si  donc  on  considère  le  faisceau  tangentiel  défini  par  les  deux  co- 
nifjues  (i/j)  et  (i5),  et  si  Ton  construit  la  conique  du  faisceau  qui 
touche  la  droite  /o^  on  n'aura  qu'à  mener  les  six  tangentes  communes 
à  cette  conique  et  à  la  courbe  G  pour  avoir  les  six  droites  1^,1.,,  . . . ,  t^ 
associées  aux  six  quadrilatères. 

En  d'autres  termes  : 

Le  système  des  six  quadrilatères  peut  se  construire  comme  il  suit  : 

Soit  une  courbe  de  troisième  classe  et  du  sixième  degré,  C  ;  une 
quelconque  de  ses  tangentes,  /,,  la  coupe  en  quatre  nouveaux 
points,  et  les  tangentes  en  ces  points  déterminent  un  premier  qua- 
drilatère. 

On  considère  maintenant  deux  coniques  :  la  première  touchant 
les  quatre  côtés  du  quadrilatère  et  la  droite  t^  ;  la  seconde  touchant 
les  trois  diagonales  du  quadrilatère,  la  droite  /,,  et  la  droite  telle 
que  son  point  d'intersection  et  celui  de  /,  avec  chaque  diagonale 
soient  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  extrémités  de  cette 
diagonale. 

Ces  deux  coniques  déterminent  un  faisceau  tangentiel;  les  six 
tangentes  communes  à  Q  et  à  une  quelconque  des  coniques  de  ce 
faisceau  sont  les  droites  tf,  t.,,  . . .  ,  t^,  associées  aux  six  quadrila- 
tères cherchés,  dont  chacun  se  déduit  de  sa  droite  associée  comme 
le  premier  a  été  déduit  de  la  droite  t^ . 

14.  11  existe  une  surface  remarquable  du  quatrième  ordre,  dont 
toutes  les  sections  planes  sont  des  courbes  de  la  classe  que  nous  venons 
d'étudier  :  cette  surface  est  la  réciproque  de  la  surface  des  centres  de 
courbure  d'un  ellipsoïde,  ou  plutôt  la  transformée  bomographique 
d'une  telle  réci[)roque. 

On  sait  que  la  surface  des  centres  de  courbure,  (|uand  on  la  rap- 
porte aux  axes  de  l'ellipsoïde,  a  pour  équation  tangentielle 

(U  +  .,|.  +  -^u  ,=  =,  (l  +  ;^  +  ?!^  („.^=  ^  U'-r^'  +  cK^  -  ,). 
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En  remplaçant  c,  t^,  l  par  >.;,  ar,,  v"^,  on  peut  choisir  les  constantes 
A,  [j.,  V,  de  manière  à  ramener  cette  équation  à  la  forme  connue 

La  surface  du  quatrième  ordre  que  nous  avons  en  vue  a  pour  équa- 
tion, le  tétraèdre  de  référence,  xyzt,  étant  quelconque. 

avec 

a  -f-  ;3  --  Y  =  o. 

Nous    reviendrons   ailleurs   sur   cette   surface,    déjà   signalée   par 
-M.    (Jayley,  qui  admet  les  douze  points  doubles  (0,0,0,1),  (0,0, i,o), 

(O,  r,o,o),  (  1,0,0,0),  (i,  ±1,  ±1,  ±  1),  et  les  seize  droites 

sur  chacune  desquelles  sont  situés  trois  points  singuliers. 

\ous  nous  bornerons  ici  à  démontrer  la  propriété  que  nous  avons 
énoncée  tout  à  Iheure. 

15.    Écrivons  Téquation  de  la  surface  sous  la  forme 

sm-Zi{x-y-  -T-  Z-1-)  —  cos-o(.i-::-  -f- >'-/-)  =  (./-/-  —  y- z-  ). 
On  peut  la  mettre  encore  sous  une  des  trois  formes  é(|uivalentes 

sin-o(.rv  —  zt  )'-  -^  co»'-o(xz  -+-yi)-  =  {.rf  ^vz)'-, 
s[n^o(xy  —  zf )'-  -h  cos- z>(xz  —  ylY  =  (xi  —yz)'-, 

(  .r- —  /-)'*  sin^  ç  cos' ç> 

=  (x"-  cos-o  -h  /-  sin-o  —  v-)(x-- sin-ç.  -r-  /'  cos-^  —  z'-). 

(!!hacun  de  ces  types  présentant  Téqualion  sous  la  forme  ST  =  K- 

Journ.  de  Math.  (  J"  série),  tome  VI.  —  Fasc.   IV,  1890.  ^0 
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mot  en  évidence  une  série  de  quadriquos  inscrites  dans  la  surface 
A- S  +  2XR  +  T  =  o,  X  étant  un  paramètre  variable.  On  trouve  ainsi, 
conformément  à  la  théorie  générale  donnée  par  Kummer  pour  les  sur- 
faces du  quatrième  ordre  à  douze  points  doubles,  les  trois  systèmes  de 
quadriques  inscrites 

xt-\-yz  +  sinwsino(.rx  -^  zt)  +  cos()L)coscp(y^  +  a;^)  =  o, 

xl  —y-  -f-  sinp  ûwo{xy  —  zt)  +  cosp  cos9(y^  —  xz)  =  o, 

^-sin-(c!--i-  o)  -4-  /2cos-(c7H-  9)  —  y^sin-cr  —  ::-cos-cr  =  o, 

oj,  p,  1  désignant  des  paramètres  arbitraires. 

Il  est  aisé  de  trouver  maintenant  les  équations  des  congruences  for- 
mées par  les  génératrices  de  ces  quadriques. 

On  peut  écrire  les  quadriques  du  premier  système 

{x  +  ^sinw  sin'9  H- jKCOSw  coso )  (/  4- jsinw  sinç>  +  ^cosw  cos^) 
=  (jKcosw  cosç)  —  j  sinw  sino)  (ysino)  cos'^  —  j  cosw  sino), 

ce  qui  donne  pour  les  deux  systèmes  de  génératrices,  6  et  0'  étant  des 
paramètres  variables,  les  équations 


(A) 
C<5) 


1  xsin(0  -h  o)  -h  j^coscD  sinO  +  z  sinw  cosO  =  o, 
(  /  cos(0  -h  o)  —  ^^sincD  sinO  -h  ^cosw  cosO  =  o; 
{  a7sin(  O'-h  oj)  -hj)/cososinO'+  jsino  cos6'=  o, 
(  /  cos(0'h-  o))  — jysincp  sinO'+  iicosç  cos(J'=  o. 


De  même  on  aurait,  pour  les  génératrices  des  quadricjues  du  second 
système  les  deux  congruences 

/  .x'sin(  0,  +  o) -hycospsin6,  —  rsinp  cosB,  =  o, 
(  ^  cos(0, -f- 9)  —  y  sinpsin6,  —  ^cospcosO,  =  o  ; 


(D) 


a;sin(6',  -h  p)  H-ycosç  sinO',  —  jsinocosO',  =  o, 
t  cos(6',  +  p)  —  y  sinçsinO',  —  -3coso  cosO',  =  o; 
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et  pour  les  génératrices  des  quadriqucs  du  troisième  système 


(F) 


l  :rsin(a- H- o) -h  y  sino-cosO^  —  iTCOSTsinO.  =  o, 
(  i  cos(a-  -ho)  —  y  sino-sinO^,  —  rcosTCOsOo  =  o; 
[  a^sinfo- -h  o) -t- j'sino-cosO', -h  ^cosTsiriO',  =  o, 
(  ^cos(a--f-o)  —  y  sinG-sinO',  H- j  coso-cosO',  =  o. 


Les  congruonces  (A)  et  (F)  sonL  idenliqucs;  il  siiffiL  de  remplacer 
dans  (F)  les  paramètres  variables  a  et  6.,  par  0  et  co  [)(>ur  rendre  les 
équations  de  (F)  identiques  à  celles  de  (A). 

De  même  les  congruences  (C)  et  (E);  (B)  et  (D)  sont  identiques. 
Ces  résultats  sont  conformes  à  la  théorie  de  Kummer. 

l(j.  Cela  posé,  observons  que  si  l'on  coupe  la  surface  par  un 
plan  P  quelconque,  on  obtient  une  (piartique  Q,  et  que  les  trois  sys- 
tèmes (S)  de  conic[ues,  communes  à  P  et  aux  trois  systèmes  de  <jiia- 
driques  inscrites,  sont  inscrites  à  la  courbe  Q. 

11  est  clair  que  dans  un  système  de  cjuadriques  A-S  -h  2XII  +  T  =  o, 
six  surfaces  sont  tangentes  à  un  plan  quelconque;  il  y  a  donc  <li\-hnil 
(piadriqucs  inscrites  à  la  surface  et  tangentes  au  plan  P. 

Les  trente-six  droites  suivant  lesquelles  P  coupe  ces  cpiadt  iipics  se 
réduisent,  d'après  ce  cjui  a  été  démontré  sur  les  congiucnccs  des  géné- 
ratrices, à  dix-huit  droites,  dont  chacune  est  une  tangente  double  de  Q 
et  appartient  à  deux  systèmes  de  quadriques.  Il  en  résnlte  (pic  les  trois 
systèmes  (S)  de  coniques  inscrites  à  (^  ont  deux  à  deux  six  biliingentes 
communes,  et  par  suite  les  dix-buit  droites  se  répailisseni  en  six 
triangles,  jouissant  des  propriétés  générales  rappelées  an  n"  *1.  Pour 
démontrer  que  la  quartique  Q  est  une  de  nos  courbes  spéciales,  il  snfllt 
(^(i)  d'établir  que  les  trois  systèmes  (S)  de  coni(pies  inscrites  ont  une 
même  cayleyenne.  (Jr  nous  savons  (jue  la  (  ayleyenne  d'un  système 
touche  les  douze  bitangentes  de  ce  système;  si  les  trois  cayleyennes 
coïncident,  les  dix-huit  bitangentes  toucheront  une  même  courbe  de 
troisième  classe,  et  récipro([uement.  (  )n  ])enl  démontrer  (pie  les  trois 
congruences  (A),(B),(C)  font  paiii(Mruii  même  conq>le\e,  (pie  Ton 
obtient  en  supj>osanl  o  variable  dans  (A);  les  di'oites  de  ce  eonqtl<>xe 
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sont  représentées  par  les  équations 

[  iP  sin (  0  -h  o  )  -h  ^  cos oj  sin  0  +  z  sin  w  ces  0  =  o , 
(  t  cos (0  -^  '^)  —  y  siii w  sin 0  -h  r cos w  cos 0  =  o , 

où  6,  o,  co  sont  des  paramètres  variables.  Remplaçant  0  -f-  o  par  j/,  on 
a  le  complexe 

l  X  sin  'h  4-  j' cos  w  sin  0  H-  :^  sin  oj  cos  0  r=  o , 
(  t  cos'^p  —y  sinw  sinO  H-  z  cosco  cos 6  =  o, 

et  Ton  voit  de  suite  que  les  congruences  (B)  et  (C)  en  font  partie. 
En  introduisant  les  coordonnées  de  droites  p,  </,  /•,/>',  y',  /',  on  a  pour 
l'équation  du  complexe 

pdq'  -^  r'  q)-\-  p'(rq  +  r  q')=  o. 

Le  complexe  est  donc  de  troisième  ordre,  et  par  suite,  dans  le  plan 
P,  la  courbe  du  complexe  est  de  troisième  classe.  Cette  courbe  louche, 
d'après  ce  qui  précède,  les  droites  des  congruences  (A),  (B),  (C), 
situées  dans  le  plan,  c'est-à-dire  les  dix-huit  tangentes  doubles  consi- 
dérées plus  haut.  Ces  dix-huit  droites  touchant  ainsi  une  même  courbe 
de  troisième  classe,  le  théorème  est  démontré.  Par  conséquent  : 

La  surface  réciproque  du  lieu  des  centres  de  courbure  d'une 
quadrique,  ainsi  que  toute  surface  Iiomographique,  est  coupée  par 
un  plan  quelconque  suivant  une  courbe  du  quatrième  ordre  appar- 
tenant à  la  classe  remarquable  étudiée  dans  ce  Mémoire. 

Dans  un  prochain  travail  nous  ferons  application  de  ces  résultais  à 
la  théorie  des  normales  aux  quadriques. 
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